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Abstract 

Starting with a compact hyperbolic cone-manifold of dimensión n > 3, we study the déformations of the 
metric in order to get Einstein conc-manifolds. If the singular locus is a closed codimension 2 submanifold 
and all cone angles are smaller than 27r, we show that there is no non-trivial infinitesimal Einstein 
déformations preserving the cone angles. This result can be interpreted as a higher-dimensional case of 
the celebrated Hodgson and Kerckhoñ''s theorem on déformations of hyperbolic 3-cone-manifolds. 
If all cone angles are smaller than tt, we then give a construction which associates to any variation of 
the angles a corresponding infinitesimal Einstein deformation. We also show that these déformations are 
smooth on the singular locus. 

Résumé 

Partant d'une cóne-variété hyperbolique compacte de dimensión ti > 3, on étudie les déformations de 
la métrique dans le but d'obtenir des cónes-variétés Einstein. Dans le cas oü le lieu singulier est une 
sous-variété fermée de codimension 2 et que tous les angles coniques sont plus petits que 27r, on montre 
qu'il n'existe pas de déformations Einstein infinitésimales non triviales préservant les angles coniques. 
Ce résultat peut s'interpréter comme une généralisation en dimensión supérieure du célebre théoréme de 
Hodgson et Kerckhoff sur les déformations des cónes-variétés hyperboliques de dimensión 3. 
Si tous les angles coniques sont inférieurs á tt, on donne aussi une construction qui á chaqué variation 
donnée des angles associe une déformation Einstein infinitésimale correspondante. On montre ensuite que 
ees déformations sont lisses sur le lieu singulier. 



L'étude des variétés Einstein, un domaine de recherche actif depuis plusieurs dizaines d'années, est 
récemment revenue au coeur de l'actualité mathématique, gráce notamment aux travaux de G. Perel- 
man [21] sur la conjecture de géométrisation de Thurston vía le flot de Ricci. Les exemples de variétés 
admettant des métriques Einstein sont plus en plus nombreux, mais restent souvent cantonnés á des 
familles bien particuliéres. Ainsi, on connait de nombreux exemples de variétés Einstein á courbure 
négative, mais tres peu sont non homogénes. Le probléme de trouver de telles variétés est rendu plus 
difñcile par le fait qu'elles sont rigides dans le cas compact : on ne peut pas les déformer pour obtenir 
d'autres variétés Einstein. Ces résultats de rigidité sont connus depuis longtemps pour les variétés 
hyperboliques et pour les espaces symétriques en général [19]. Mais la situation n'est plus la méme des 
que l'on quitte les variétés fermées : la rigidité est alors en général subordonnée á d'autres paramétres, 
comme par exemple la structure conforme du bord á l'infini pour les variétés hyperboliques. 

Dans leur célebre article [13], Hodgson et Kerckhoff montrent que contrairement au cas compact, il 
est possible de déformer des variétés hyperboliques á singularités coniques. Plus précisément, pour une 
large classe de cónes-variétés hyperboliques de dimensión 3, l'espace des structures coniques hyper- 
boliques au voisinage d'une cóne-variété donnée est paramétré par les angles coniques. Si l'on se donne 



une petite variation des anglas, il existe done une unique structure de cónes-variétés hyperboliques 
proche de la structure de départ et réalisant la variation donnée des angles coniques. Leur résultat 
principal est le théoréme de rigidité infinitésimale suivant : si M est une cóne-variété hyperbolique de 
dimensión 3 de volume fini, dont le lieu singulier forme un entrelacs et dont tous les angles coniques 
sont inférieurs á 27r, alors il est impossible de la déformer sans modifier ses angles. Cet article, completé 
par des travaux plus récents (voir notamment [14], [16] et [27]), a été le point de départ de nombreux 
développements dans l'étude de la géométrie des varietés hyperboliques de dimensión 3, tels que la 
géométrisation des petites orbifolds ou l'étude des groupcs kleiniens ([5], [7]). 

Le principe de la démonstration du théoréme de rigidité infinitésimale de Hodgson et Kerckhoff 
est de réussir á appliquer la méthode de Calabi-Weil (cf [8], [12], [26]) aux cónes-variétés : on montre 
que la représentation d'holonomie n'admet pas de déformations non triviales de la forme voulue. Cela 

ncccssitc d'ctablir des formules d'intcgration par partios ainsi qu'un résultat du type théoréme de 
Hodge. Ce genre de difñcultés est inhérent á l'étude des cónes-variétés ; on verra dans cet article 
comment les aborder. 

Dans le cas des variétés fermées, Koiso [15] a donné un analogue de la méthode de Calabi-Weil, qui 
n'utilise plus la représentation d'holonomie mais étudie directement les déformations de la métrique (cf 
aussi [2], §12.H). Cette deuxiéme méthode présente l'avantage de s'appliquer, en dimensión supérieure, 
á une classe de variétés plus vaste, et en particulier aux variétés Einstein (vérifiant de bonnes conditions 

de courburc). 

II est intcrcssant de rcgardcr si ees techniqucs s'appliquent aux variétés á singularités coniques, 
et permettent d'obtenir une généralisation du théoréme de Hodgson et Kerckhoff. II devrait étre 
alors possible de construiré, á partir d'une variété hyperbolique á cusps (que l'on peut considérer 
comme une cóne-variété d'angles coniques nuls), des cónes-variétés Einstein proches, dont les angles 
coniques (suffisamment petits) sont donnés. On peut choisir ees angles de la forme 27r/n; en prenant 
ensuite un revétement approprié, on obtient une variété compacte non singuliére, dont la métrique 
a priori non homogéne est Einstein, á courbure sectionnelle négative. Comme il a été mentionné, on 
connait actuellement tres peu d'exemples de telles variétés riemanniennes ; la construction ci-dessus 
en donnerait toute une famille. 

Le but de cet article est d'utiliser ees techniques pour montrer qu'infinitésimalement, la situation 
en dimensión supérieure á 3 est la mcme qu'en dimensión 3. On adapte pour cela la méthode de Koiso, 
ce qui ne se fait pas sans difficulté. En effet, pour éliminer les déformations géométriquement triv- 
iales, il est indispensable de normaliser les déformations inñnitésimales (l'analogue dans le cadre des 
représentations d'holonomie consiste á trouver un représentant harmonique d'une classc de cohomolo- 
gie donnée). Le probléme, dú au caractére singulier de la métrique, est que la solution n'est pas unique 
et présente en général une perte de régularité. II est alors nécessaire d'étudier plus en détail l'équation 
aux dérivées partielles intervenant dans la normalisation et le laplacien associé, qui est un "opérateur 
d'arcte" elliptique selon la terminologie de [17]. On observe que le comportement des solutions de 
l'équation de normalisation est explicitement controle par la valcur des angles coniques, ce qui permet 
de donner des bons domaines de résolution quand les angles sont suffisamment petits. On peut alors 
démontrer que, sous des hypothéses voisines de celles du théoréme de Hodgson et Kerckhoff, il est 
impossible de déformer une cóne-variété hyperbolique en des cónes-variétés Einstein sans en modifier 
les angles coniques. En particulier, on redémontre dans le cas de la dimensión trois le théoréme de 
rigidité infinitésimale ci-dessus. On donne aussi une construction qui, á toute variation donnée du 
p-uplet des angles coniques, associe une déformation Einstein infinitésimale réalisant cette variation 
au premier ordre. 

Ces deux résultats montrent que dans un certain sens, l'espace tangent á une cóne-variété hyper- 
bolique parmi les structures de cónes-variétés Einstein est de dimensión finie, paramétré par les varia- 
tions du p-uplet des angles coniques. La question naturelle est alors de savoir s'il est possible d'intégrer 
les déformations Einstein infinitésimales, ce qui est un probléme plus difficile. II existe cependant des 
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raisons de penser que la réponse est oui (au moins si les angles coniques sont sufñsamment petits), 
qui viennent du fait que les déformations Einstein infinitésimales modifiant les angles coniques ont un 
comportement relativement régulier. En particulier, on montre dans la derniére section de cet article 
que ees déformations sont lisses sur le lieu singulier. Ccttc situation contraste fortement avec le cas 
des métriques asymptotiquement hyperboliques, oü les déformations sont en général beaucoup moins 
réguliéres sur le bord qu'á l'intérieur. 

1 Présentation des résultats 

Les principaux résultats de cet article sont les deux théorémes suivants : 

Théoréme (5.1). Soit M une cóne-variété hyperbolique compacte, dont le lieu singulier forme une 
sous-variété fermée de codimension 2, et dont tous les angles coniques sont strictement inférieurs á 
27r. Alors toute déformation Einstein infinitésimale ne m,odifiant pas les angles coniques est triviale. 

Théoréme (5.6). Soit M une cóne-variété hyperbolique compacte, dont le lieu singulier forme une 
sous-variété fermée de codimension 2, et dont les angles coniques ai,...ap sont tous strictement 
inférieurs á ir. Soit á = {di,...dp) une variation donnée du p-uplet des angles coniques. Alors il 
existe une déformation Einstein infinitésimale, unique á déformartions triviales prés, induisant la 
variation des angles coniques donnée. 

Les restrictions imposées á la géométrie des cónes-variétés sont essentiellement les mémes que 
dans l'article de Hodgson et Kerckhoff [13] (on aurait pu remplacer l'hypothése "M compacte" par 
l'hypothése "M de volume fini", mais les choses sont quand méme plus simples dans le cas compact). 
La condition sur la géométrie du lieu singulier est plus cruciale : c'est elle qui permet d'avoir un bon 
modele local pour faire les calculs, car de maniere générale, le lieu singulier d'une cóne-variété peut 
étre beaucoup plus compliqué. Enfin, la condition sur les angles coniques est une hypothcse technique 
qui parait de prime abord assez mystérieuse. En fait, on verra dans la section 4.2.3 que les angles 
coniques régissent en partie la croissance au voisinage du lieu singulier des solutions d'un laplacien ; 
plus les angles sont petits, plus on controle ees solutions. 

L'outil principal dans la démonstration de la rigidité infinitésimale est connu sous le nom de 
technique de Bochner. En partant d'une équation du type Pu = O oü P est un opérateur différentiel 
du deuxiéme ordre de type laplacien, on exprime P comme somme d'un opérateur auto-adjoint positif 
Q*Q de degré 2 et d'un opérateur R de degré O faisant intervenir la courbure. Une telle décomposition 

P = Q*Q + R 

s'appelle une formule de Weitzenbóck; on en rencontrera á de nombreuses reprises dans cet article. 
Ensuite, si elle est valide, une intégration par parties donne 

O = {Pu,u) = IIQtílp + {Ru,u). 

Si l'opcratcur R est tcl que {Ru,u) > c||ti|p avec c > O, on trouve alors n = 0. Le lecteur intéressé par 
le sujet pourra se référer á [2], §1.L Et si on se place sur les bons espaces, le fait d'avoir montré par 
cette technique l'injectivité de l'opérateur P suffit pour obtenir son inversibilité, ce qui permettra de 
construiré les déformations Einstein infinitésimales. Mais avant d'en arriver la, il faut d'abord montrer 
qu'il existe des formules de Stokes pour les intégrations par partie proposées, et il faut aussi vérifier 
que les objets que l'on considere rentrent dans le cadre de ees formules. 

Dans les premieres parties de cet article, on met en place le cadre et les différents outils utilisés 
par la suite. En particulier, on donne la définition précise des cónes-variétés envisagées ainsi que les 
restrictions imposés á leur topologie, d'oü l'on déduit que les déformations infinitésimales d'une telle 



structure peuvent toujours se mettre sous une forme standard (i.e. appartenant á une certaine familia 
de déformations) au voisinagc du licu singulier. En particulier, une déformation ne modifiant pas les 
angles coniques a la propriété d'étre L^, á dérivée covariante L?' ; c'est entre autres pour cette raison 
que l'on sera amené ensuite á travailler principalement dans le cadre L^. On rappelle aussi la définition 
des métriques Einstein, des déformations infinitesimales Einstein et des déformations triviales. 

La section suivante commence par quelques résultats de la ttiéorie des opérateurs non bornés d'un 
espace de Hilbert, qui nous seront útiles pour résoudre les équations aux dérivées partidles apparaissant 
naturellement dans ce type de problcmc d'analyse géométrique. On passe ensuite á la thcoric de Hodge 

et aux diñ'érentes formules de Stokes dont on aura besoin pour faire fonctionner des techniques de 
Bochner. On démontre en particulier le théoréme suivant : 

Théoréme (3.5). Soient u G C°°(r('''^)M), v G C°°(r(^+^'^)M) tels que u, Vu, v, V*v soient dans 
LP'. Alors {u,V*v) = {Vu,v). 

Les résultats de cette section 3 seront d'usage constant dans la suite de rarticlc. Ici encoré, on verra 
qu'il est naturel de travailler avec des objcts appartenant á des cspaccs L^. En plus des thcorcmes 
d'intégrations par partie, on donne leur interprétation en termes d'opérateurs non bornés ainsi que 
d'autres résultats utilisant les mémes techniques. 

Pour éliminer les déformations triviales, on cherche dans la section 4 á imposer la condition de 
jauge de Bianchi. Un premier résultat dans ce sens est le suivant : 

Théoréme (4.1). Soit M une cóne-variété Einstein á courbure de Ricci négative. On a la décompo- 

sition en somme directe 

Ce résultat signifie que toute déformation infinitésimale L? pcut étre normalisée selon la jauge de 
Bianchi, ce qui justifie a posteriori son choix. Cependant pour pouvoir adapter la méthode de Koiso 
on a besoin de résultats plus forts, garantissant une certaine régularité á la déformation normalisée. 
On est alors amené á étudier de plus prés l'équation de normalisation et l'opérateur correspondant 

L = V*V + (n - l)Id = A + 2(n - l)Id 

agissant sur les 1-formes. II est facile de trouver des solutions dans l'espace de Sobolev -L^'^, et le 
but est de comprendre le comportement de ees solutions. Pour ce faire, et aprés avoir préalablement 
exhibé une décomposition adaptée en séries de Fourier généralisées (§4.2.2), on étudie les solutions de 
l'équation homogéne au voisinage de la singularité. On montre que leur comportement est étroitement 
lié aux angles coniques ; par exemple, la norme ponctuelle d'une solution donncc au voisinagc d'une 
composante connexe du lieu singulier d'angle conique a est en avec k G {±.l±.2pTTa^^ ,±.2pTTa^^ \ p G 
Z}. Les restrictions imposées sur les angles coniques permettent de contróler suffisamment les solutions 
de l'équation homogéne, et finalement les solutions de l'équation de normalisation tout court ; et plus 
on rcstrcint les angles, plus on controle les solutions. On aboutit ainsi aux théoréme suivant : 

Théoréme (4.8). SoitM une cóne-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement 
inférieurs á 2tt. Soit (¡) une forme lisse appartenant á Lp'{T*M). Alors il existe une unique forme 
rj G C°°(T*M) solution de l'équation Lr) = (f) telle que rj, Vr), dSr], et Vdrj soient dans 

Théoréme (4.9). Soit M une cóne-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement 
inférieurs á n. Alors l'opérateur 

L = V*V + (n - l)i"d : L^^'^ {T* M) ^ {T* M) 

est un isom,orphisme. 

Une fois ees résultats établis, il est relativement facile de faire fonctionner la méthode de Koiso 
pour démontrer les théorémes 5.1 et 5.6; c'est l'objet de la section 5. Pour la rigidité infinitésimale, 
le principe est le suivant. Partant d'une déformation infinitésimale Einstein préservant les angles 
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(done á dérivée covariante L^) d'une cóne-variété hyperbolique, dont tous les angles coniques sont 
inférieurs á 27r, la démonstration de sa trivialité se fait en dcux temps. On a d'abord besoin de se 
débarrasser des déformations triviales, on utilise done le rcsultat 4.8 mentionné ci-dessus pour résoudre 
l'équation de normalisation. On applique ensuite une techniquc de Bochner á la déformation normalisée 
h = ho — 5*rj. En utilisant la formule de Weitzenbóck idoine et le premier résultat d'intégration par 
parties, on obtient 

S^d^h + (n - 2)h = 0. 

Une deuxiémc intcgration par partios, un pcu plus compliqucc, pcrmet de conclure que Hq = 5*1], ct 
done que l'on a bien rigidité infinitésimale relativement aux angles coniques au sein des cónes-variétés 
Einstein. 

Pour le théoréme 5.6, la méthode de construction est la suivante : on part d'une déformation 
infinitésimale ho, Einstein au voisinage du lieu singulier, et induisant la variation voulue des angles. 
On cherche alors á lui rajoutcr une déformation L^'^ (done ne modifiant pas les angles) de telle sorte 
que la somme vérifie l'équation d'Einstein linéarisée. Cela revient á résoudre une équation de la forme 

(V*V - 2R)h = (f), 

ou (p = E'{ho) est un 2-tenseur vérifiant la condition de jauge de Bianchi, et á s'assurer que la solution 
trouvée vérifie aussi cette condition, ce qui se fait assez aisément á partir des théorémes 4.1 et 4.9. La 
déformation h — ho est alors Einstein et a les propriétés voulues. 

La dernicrc scction de cet article est consacré aux déformations Einstein infinitesimales données 
par le théoréme 5.6, et en particulier á la régularité des déformations indultes de la métrique du 
lieu singulier. II est pour cela nécessaire d'étudier en détails l'opérateur V*V — 2R agissant sur les 
2-tenseurs symétriques. La méthode est en grande partie la méme que pour l'étude de l'opérateur 
V*V + (n — l)Id, rcalisée dans la scction 4.2. Ici encoré, le comportement des solutions de l'équation 
homogéne est directement lié á la valeur des angles coniques. On aboutit alors au théoréme suivant, 
conclusión de cet article : 

Théoréme (6.3). Soit M une cóne-variété hyperbolique dont tous les angles coniques ai, ... sont 
strictement inférieurs á tt. Soit á = (di, . . . dp) une variation donnée du p-uplet des angles coniques, 
et soit há la déformation Einstein infinitésimale normalisée correspondante. Alors la déformation 
infinitésimale h^ de la métrique du lieu singulier, induite par há, est C°°. 

2 Préliminaires 
2.1 Cónes-vEiriétés 

On va maintenant préciser le cadre dans lequel on se place. La notion de cóne-variété, plus générale 
que celle d'orbifold, a été introduite par Thurston [23] pour l'étude des déformations des variétés 
hyperboliques á cusps en dimensión 3. Le cas le plus fréquemment rencontré est celui des cónes-variétés 
á courbure constante. Celles-ci sont relativement simples á définir, soit géométriquement comme un 
recollement (local) de simplexes géodésiques, soit en explicitant la métrique en coordonnées ; c'est 
cette derniére approche qui sera utilisée ici. Le lecteur intéressé pourra se repórter á [24] pour une 
définition par récurrence des cónes-variétés modelées sur une géométrie. 

La géométrie du lieu singulier d'une cóne-variété arbitraire peut étre tres compliquée. Dans le cadre 
de notrc ctudc on se limitcra au cas oü il forme une sous-variété de codimcnsion dcux, ce qui pcrmet 
de par 1er d'angle conique le long de chaqué composante connexe du lieu singulier et d'avoir des bons 
modeles locaux pour mener á bien les calculs. 



Enfin, comme notre but est de s'intéresser á des varietés Einstein, on s'autorise une classe assez large 
de métriques á singular ités : on demande juste que la métrique conique ressemble asymptotiquement 
au produit de la métrique du lieu singulier avec la métrique d'un cóne (de dimensión deux). 

Soit M une variété compacte de dimensión n > 3, et S = Yif^i Sj une sous-variété fermée plongée 
de codimension 2, dont les Sj sont les composantes connexes. Dans la suite de ce texte on emploiera 
souvent la notation M pour désigner improprement M \ E. 

Définition 2.1. Soient ai, . . . , des réels positifs. La variété M est munie d'une structure de cóne- 

variété, de lieu singulier S = Uf^^ Sj et d'angles coniques les a^, si : 

- M \ T, est munie d'une métrique riemannienne g, non complete; 

- pour tout i, est munie d'une métrique riemannienne gi ; 

- pour tout i, tout point x deT,i a un voisinage V dans M dijféomorphe á x U, avec U = FnSj 
un voisinage de x dans Ej, dans lequel g s 'exprime en coordonnées cylindriques locales sous la 
forme 

g = dr' + {^)W + g. + q, 
oú q est un 2-tenseur symétrique vérifiant g{q,q) = o(r^) et g{Vq-,Vq) = o(l). 
Dans la suite on exprimera souvent la métrique g sous la forme légérement différente 

g = dr^ + r^de^ + gi + q, 
OU la coordonnée d'angle 9 est définie non plus modulo 27r mais modulo l'angle conique a^. 

Une cóne- varióte hypcrbolique est alors une cóne-variété telle que les métriques g et gi sont hyper- 
boliques. On a dans ce cas, en reprenant les notations de la définition, 

q = i^f{sh{rf - r'')de'' + {ch{rf - l)gi. 

ZTT 

Pour démontrer un certain nombre de resultáis, on aura besoin d'un controle sur les angles 
coniques ; par exemple, la preuve de la rigidité infinitcsimalc á partir de la fin de la section 4.2 nécessite 
que tous les angles soient inférieurs á 27r. Ces conditions seront explicitées quand elles apparaitront. 

Le caractére singulier des cónes-variétés pose probléme pour adapter certaines méthodes d'analyse, 
comme une technique de Bochner. II faut toujours vérifier si les choses marchent de la méme maniere 
que dans le cas compact. 

La premiére difficulté va venir des intégrations par parties. Premiérement, pour garantir que les 
expressions manipulccs ont un sens, on sera obligé de travailler avec des objets L^. Deuxiémement, il 
va falloir démontrer qu'on peut effectivement appliquer des formules de type Stokes : ce sera l'objet 
de la partie 3. Au final on sera en mesure d'effectuer des intégrations par parties pour les opérateurs d 
et S, et V et V*. Mais un tel résultat n'existe pas (á la connaissance de l'auteur) pour les opérateurs 

et ; on devra done contourner cette difficulté quand on en aura besoin (section 5.1). 

La plus grande difficulté va venir de l'équation correspondant á l'opérateur d'Einstein linéarisé et de 
l'équation de normalisation, étudiées dans les sections 4.2 et 6.1. Bien qu'en présence de sympathiques 
opérateurs elliptiques de la forme V*V plus un terme borné d'ordre O, on ne peut pas appliquer la 
théorie classique sur une cone-variété, dont la métrique est singuliére. Les équations admettront encoré 
des Solutions, mais celles-ci ne seront plus uniques, et on aura des problémes de perte de régularité. 
Cependant, en imposant que les angles coniques soient assez petits, on arrivera á avoir suffisamment 
de controle sur les Solutions et la norme de certaines combinaisons linéaires de leurs dérivées pour faire 
fonctionner les démonstrations. 



2.2 Déformations des cónes-variétés 



Soit {M,g) une cónc- varióte au sens ci-dessus, de lieu singulier S. Soit maintenant gt une famille 
de métriques singuliéres, dérivable, telle que go = g et que pour tout t, {M,gt) soit une cóne-variété 
de lieu singulier S. 

Si X est un point de S, pour tout t il existe par définition un voisinage de x dans M dans lequel 
on a l'expression ci-dessus pour la métrique en coordonnées cylindriques. Quitte á les restreindre, ees 
voisinages sont tous difféomorphes, et on peut done faire agir une famille 4>t de difféomorphismes de 
telles fagons que les coordonnées cylindriques locales pour l'expression de (p^gt soient les mémes pour 
tout t. 

Dit d'une autre maniere, il existe un voisinage de x dans M, difféomorphe á xU oüU = VnTi 
est un voisinage de x dans S, dans lequel on peut trouver des coordonnées cylindriques telles que pour 
tout t, on ait : 

4>*,gt = dr'' + {^fr''de-' + ht+qt. 

Dans cette expression, ht désigne une métrique sur U et qt est un 2-tenseur symétrique qui vérifie les 
conditions de la définition 2.1. 

Finalement, quitte á modifier la famille gt par des difféomorphismes, ce qui revient á modifier 
la déformation infinitésimale par une déformation géométriquement trivialc, on peut montrcr que 
h = ^|í=o est au voisinage du lieu singulier combinaison linéaire des quatre types de déformations 
suivants, modifiant : 

- l'angle, 

- la métrique du lieu singulier, 

- le reste, 

- et enfin, la fagon de "recoUer" la variable d'angle quand on passe d'un systéme de coordonnées 
á un autre. 

Au voisinage du lieu singulier, une déformation h modifiant le reste vérifie \h\ = o(r) et |V/i| = o(l). 
Les autres déformations sont de la forme (á une déformation modifiant le reste prés) Xr'^dO'^ pour 
celle modifiant l'angle, /is, extensión d'un 2-tenseur symétrique défini sur S pour celle modifiant la 
métrique du lieu singulier, et r'^dO.üü, ou u> est l'extension d'une 1-forme définie sur S, pour celle 
modifiant la variable d'angle. 

II est important de noter que les toutes ees déformations infinitésimales sont L^. Par contre seules 

les trois derniéres ont leur dérivée covariante dans L^. En effet, on peut constater que sur les expressions 
donnce ci-dessus, |Vft.| est en o(l), |V/is| et \Vr'^d6.uj\ sont en 0(1), alors que \Vr'^d6'^\ est en r~^, 
et n'est done pas L^. Ainsi, c'est au niveau du caractére ou non de la dérivée covariante de la 
déformation que l'on voit si celle-ci préserve ou non les angles coniques. 

2.3 Déformations Einstein infinitésimale et équation de normalisation 

Par définition, une métrique Einstein est une métrique riemannienne g vérifiant l'équation 

ric{g) = cg, 

ou le terme de gauche est le tenseur de courbure de Ricci et oü c est une constante. Notons que si 
on remplace g par A^, avec A une constante strictement positive, alors la nouvelle métrique vérifie 
l'équation ci-dessus en remplagant c par A~^c; done en fait c'est principalement le signe et non la 
valeur exacte de la constante c qui compte. On peut ainsi distinguer trois grandes classes de métriques 
Einstein suivant que c est négatif, positif ou nul. 



Les métriques á courbure sectionnelle constante sont toujours Einstein ; en dimensión 3 ce sont les 
seules. Par contre des la dimensión 4 il y a beaucoup plus de métriques Einstein que de métriques á 
courbure sectionnelle constante ; on peut done considérer la condition Einstein comme un aífaiblisse- 
ment ou une généralisation de la condition de courbure sectionnelle constante. 

Puisque l'on s'intéresse principalement aux cónes-variétés hyperboliques, on ne considérera que des 
métriques Einstein vérifiant E{g) = O, avec 

E{g) = ric{g) + (ra - l)g. 

La constante (n — 1) est choisie de telle sorte que les métriques hyperboliques vérifient cette équation. 

Soit gt une famille lisse de métriques Einstein (c'est-á-dire vérifiant E{gt) = 0) sur une variété 
donnée M, avec go = g. Le 2-tenseur symétrique h = ■^gt\t=o vérifie alors l'équation d'Einstein 
linéarisée 

E'gih) = 0. 

Le calcul de E'g est classique, voir par exemple [2] §1.K : 

E'gih) = V*gVgh - 2Rgh - 6¡{26gh + dtlgh). (1) 

Les opérateurs utilisés ici nécessitent un peu d'explication. La notation Vg, ou V pour simplifier, 

désigne la dérivée covariante ou conncxion de Levi-Civitá assoeiée á la métrique riemannienne g. Elle 
admet un adjoint formel noté V* : si (e¿)¿=i...„ est une base orthonormée, on a 

n 

VlviXi, ...,Xp) = - ^(Ve,í?)(ei,Xi, . . . , Xp). 

i=l 

Pour les tenseurs symétriqucs, on dcfinit S* : S^M S^~^^M comme ctant la composée de la 
dérivée covariante et de la symétrisation. En particulier, si ?7 G íl^M = S^M, alors 

S*gVÍx,y) = ^((V^r?)(y) + (Vj,r7)(x) 

oü L^tt désigne la dérivée de Lie le long du cliamp de vecteur rj^ dual (pour la métrique g) á la forme 
rj. L'adjoint formel de l'opérateur S* se note Sg ; c'est juste la restriction de V* á S^'^^M. 

Ensuite, Rg désigne l'action du tenseur de courbure Rg sur les 2-tenseurs symétriques : si h est 
une section de S^M, on pose 

n 

Rgh{x, y) = ^ h{Rg{x, ei)y, Cj), 

i=l 

ou (e¿) est une base orthonormale pour TM; c'est encoré un 2-tenseur symétrique. Si g est hyper- 
bolique, on a alors 

Rgh = h-{tvgh)g. (2) 

L'opérateur Rg apparait souvent dans les problémes de déformations de métriques ; la propriété suiv- 
ante ([2], §1.132) met l'accent sur son lien avec les métriques Einstein. 

Proposition 2.2. Une métrique riemannienne g est Einstein si et seulement si l'opérateur Rg envoie 
V espace Sq des 2-tenseurs symétriques sans trace dans lui-méme. 
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Enfin, la notation tr^ designe juste la trace par rapport k g : si h est un 2-tenseur, 

n 

tr^^ = ^ h{ei,ei). 
1=1 

Dans la suite et pour alléger les notations, on omettra le plus fréquemment l'indice g. 

Par définition, une déformation Einstein infinitésimale de la variété Einstein (M, g) est un 2-tenseur 
symétrique h vérifiant l'équation E'g{h) = 0. 

Maintcnant, si g est Einstein et si (¡) est un difféomorphisme de M, alors la métrique tirée en 
ar riere (j)*g est aussi Einstein. Par conséquent, si (f)t est une famille lisse de diíféomorphismes telle 
que 4>o soit l'identité, alors la déformation infinitésimale associée ^(j)lg\t=Q est naturellement Einstein. 
Une telle déformation est qualifiée de triviale. Soit X le champ de vecteurs sur M défini par X{x) = 
■^{4>t{x))\t=ü , et soit r] = la. 1-forme duale, c'est-á-dire vérifiant 'qiY) = g{X,Y) pour tout vecteur 
Y . On a les relations ^ 

— ((/)í5)|í=o = Lxg = 2(5*?7; 
l'espace des déformations infinitésimales triviales est done égal á Im ó* . 

La fagon liabituelle de se débarrasser des déformations triviales est d'imposer une condition de 
jauge, c'est-á-dire de ne considérer que des déformations infinitésimales vérifiant une certaine équation. 
On en trouve plusieurs dans la littérature, on utilisera ici la jauge de Bianchi (voir [4] §1.1. C, [1] §2.3). 
On veut done que nos déformations infinitésimales h vérifient 

(5g{h) = O, 

oü Pg : S^M Q^M est l'opérateur de Bianchi (associé á la métrique g) défini par 

l3g{h) = Sgh + ^dtigh. 

D'un point de vue géométrique, d'autres conditions de normalisation sont plus naturelle ; par cxcm- 
ple la condition Sgh = O, qui correspond á regardcr des déformations L^-orthogonalcs aux déformations 
triviales, ou la condition d'étre infinitésimalement liarmonique, voir [2] §12. C, cf aussi [14]. Mais en 
général ees conditions coíncident sur les déformations infinitésimales Einstein. La condition de jauge 
de Bianchi est plus naturelle d'un point de vue analytique, pour rendre les opérateurs elliptiques ; cf 
par exemple [10]. 

Ainsi, étant donnée une déformation infinitésimale Hq, on veut pouvoir la modifier par une déforma- 
tion triviale, de facón essentiellement unique, de telle sorte que le résultat vérifie la condition de jauge. 
Dit plus précisément, on veut trouver une 1-forme 7] telle que la déformation normalisée h = ho — 6*r] 
satisfasse P{h) = O ; de fagon équivalente, on cherche á résoudre l'équation de normalisation (on omet 
les Índices) 

/3o5*íy = /3(/io). (3) 

L'étude de cette équation et de l'opérateur (3 o 5* est l'objet de la section 4.2. 

On se placera entre autre dans le cadre de la théorie des opérateurs non bornés entre espace de 
Hilbert, dont les résultats principaux sont cités dans la section suivante. 
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3 Analyse sur les cónes-variétés 



3.1 Quelques rappels sur les opérateurs non bornes 

On va maintenant annoncer un certain nombre de définitions et propriétés concernant les opéra- 
teurs non bornes; le lecteur intéressé pourra consulter [20], chapitre 8, ou [22], chapitre 13. 

Soient E et F deux espaces de Hilbert. Un opérateur non torné est une application linéaire 

A : D{A) F 

oú D{A) (le domaine de A) est un sous-espace vectoriel de E. En particulier, toute application linéaire 
(continué ou non) de E dans F est un opérateur non borné. 

Soit A ct B deux opérateurs non bornés. On dit que B est un prolongement de A, noté A G B, si 
D{A) c D{B) et = A. 

Un opérateur non borné A est fermé si son graphc G{A) = {(u, A{u))\u G D{A)} est fermé dans 
Ex F, ce qui revicnt á diré que pour toute suite («„) de D{A) telle que Un ^ u E E et A{un) v E F, 
on a u £ D(A) et v = A{u). 

Si A est á domaine dense dans E, on peut définir son adjoint A* : D{A*) C F E de la fagon 
suivante : 

V e D{A*) <í=^ 3w e E tel que Vu G D{A), {u,w)e = {A{u),v)f- 

Comme D{A) est dense dans E, l'élément w (si il existe) est unique ; on pose w = A*{v). Remarquons 
que l'adjoint d'un opérateur est toujours fermé. On a aussi la propriété évidente (si les opérateurs 
considérés sont á domaine dense) A C B =^ B* C A*. 

Pour définir A**, il faut vérifier que A* est a domaine dense, ce qui n'est pas toujours le cas. Mais 
on a la proprictc suivante (voir [20] §117) : 

Proposition 3.1. Soit A un opérateur non borné de E dans F , á domaine dense. Alors A* est d 
domaine dense si et seulement si A admet un prolongement fermé. Dans ce cas, A** est le plus petit 
prolongement fermé de A, i.e. si on a A G B avec B fermé, alors A** C B. 

On remarque aussi que le graphe de A** n'est autre que l'adhérence dans E x F du graphe de 
A. D'autre part, si A est fermé, on a A** = A. En particulier, des que cela a un sens, on a toujours 
A*** = A* (notons au passage que l'on a bien (^*)** = (A**)*). 

Si A est injectif, on peut définir son inverse A"^ : son domaine n'est autre que l'image de A. 

Pour pouvoir définir la composition de deux opérateurs non bornés A : D{A) G E ^ F et 
B : D{B) C F — > G, on pose, par définition, 

D{B oA) = {xe D{A)\A{x) G D{B)} . 

De méme, la somme se définit naturellement sur le domaine 

D{A + A') = D{A)nD(A'). 

II se peut évidemment que ees domaines soient réduits á l'élément nul. Cependant, on a le théoréme 
relativemcnt surprenant suivant ([20], §118, ou [22], théoréme 13.13), et son corollaire : 

Théoréme 3.2. Si l'opérateur non borné A : E ^ F est fermé et de domaine dense, alors les 
opérateurs 

B = {A*oA + Id)~^, C = Ao{A* oA + Id)~^ 

sont des applications linéaires continúes de E dans E et de E dans F ; de plus \ \B\ \ < 1, \\C\\ < 1, et 
B est auto-adjointe positive. 
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CoroUaire 3.3. Si l'opérateur non bomé A: E ^ F est fermé et de domaine dense, et si B : E ^ E 
est une application linéaire continué et auto-adjointe, alors l'opérateur A* o A + B est auto-adjoint. 



Maintenant, soit M une variété riemannienne, et soient E et F deux fibrés vectoriels sur M, 
munis de métriques riemanniennes et {.,.)f- On note Cq'{E) (resp. C°°{E), resp. L'^{E)) l'es- 

pace des sections de E qui sont C°° á support compact (resp. C°° , resp. L^) ; de méme pour F. La 
métrique sur E et la forme volume sur M font de L'^{E) un espace de Hilbert (pour le produit scalaire 
{f-:9)E = Ji^if^ 9)EdvolM) dont Cq^(E) est un sous-espace dense; de méme pour F. 

Soit A un opérateur diffcrcnticl agissant sur les sections de E. On le considere comme un opérateur 
non borne de domaine les sections C°° á support compact, i.e. 

A : C^{E) ^ C^iF) C L'^iF), 

et on suppose que A admet un adjoint formel A* : Cq°{F) — Cq°{E), i.e. tel que 

{Au,v)f = {u,A^v)e Vu G C^{E) et G C^iF). 

On a clairement A* C A* done A* est á domaine dense. 

On pose alors Amin = A**, c'est, on l'a vu, le plus petit prolongement fermé de A. Le graphe de 
A** est l'adhérence du graphe de A, done (et on peut prendre ga comme définition) 

u G D{Ajnin) <^ 3('U„) G C^{E) telle que lim Un = u et que la suite (Au„) converge dans L^, 

n— »oo 

AminU est alors la valeur de cette limite. 

On pose aussi A^ax = (A^)* ; comme A^ C on a C ^maa; et done A C ^max- De plus 
A^ C (^4*)** = (Ajnax)*, et, vu la propriété de minimalité de **, on en déduit que A^ax est le plus 
grand prolongement de A dont l'adjoint prolonge aussi A*. Plus précisément, 

u G D{Amax) ^^ve L\F) tel que V0 G Co°°(F), («, = (w, </')f, 

ce qui signifie exactement que v = Au "au sens des distributions" . En utilisant des techniques standards 
d'analyse (convolution) , on montre qu'on peut approcher u G D{A^ax) par des sections lisses, i.e. (et 
on peut prendre ga comme définition) 

u G D{Amax) 3(u„) G C°°{E) telle que lim w„ = u et que la suite (Aun) converge dans LF' 

n— »oo 

i-^maxU est alors la valeur de cette limite). 

3.2 Formules de Stokes 

Pour faire fonctionner la technique de Bochner on a besoin de procéder á des intégrations par 
parties. Les deux résultats suivants ainsi que leur interprétation en termes d'opérateurs non bornés 
sont á notre disposition. Le premier ttiéoréme d'intégration par parties sur une cóne-variété est le 

suivant, dú á Chccger [9] : 

Théoréme 3.4. Soient r] G üpM et a & O^'+^M deux formes C°° sur M telles que r], dr), a, et da 
soient dans L^. Alors 

{r),Sa) = {dr],a). 

En fait il faut adapter un tout petit peu la démonstration, ou combiner deux résultats de l'article 
cité (cf aussi [13], appendice). 

Le deuxiéme résultat concerne les tenseurs et non plus les formes différentielles : 
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Théoréme 3.5. Soient u G C°°(r('''^)M), v G C°°(r(''+i'^)M) teXs que u, Vu, v, V*v soient dans 
LP'. Alors 

{u,'V*v) = {Vu,v). 

Démonstration. On va démontrer ce résultat en utilisant une méthode similaire á celle de Cheeger 
[9]. Pour simplifier, on supposera que la métrique au voisinagc de S cst cxactcmcnt, en coordonnccs 
locales, de la forme g = dr^ + r^dO^ + g^j^., oü 6 est définie modulo l'angle conique a. Le cas general 
se traite exactement de la méme fagon, les expressions sont juste un peu plus compliquées. 

Soit a un réel positif suffisamment petit pour que le a-voisinage fermé de S dans M soit tubulaire. 
Pour í < a, on note Ut le í-voisinage de S dans M, Eí = dUt, et Mt = M \ Ut. Le vecteur -§p = Sr est 
une nórmale unitaire en tout point de T^. Avec ees notations, une intégration par parties ( c'est-á-dire 
la formule de Stokes ) nous donne : 



{g{u,V*v) - g{Vu,v)) = g\j:tiu,ierV) (4) 

Mt JUt 

oü ie^v = v{er, ■)■ Le terme de gauche converge vers {u,V*v) — {Vu,v) quand t tcnd vers 0. Notons 
It le terme de droitc de régalitc, qui correspond au tcrmc de bord. On a alors les incgalitcs suivantes 
(la notation |.| désigne la valeur absolue aussi bien que la norme ponctuelle pour la métrique g) : 



\U\\le^V\ 

1/2 / \ 1/2 

2 \ lA „.|2 



\U\ 



On va montrer que le fait que Vu soit permet d'avoir une bonne majoration de J^^ \u\'^. Et 
comme ie^v est (car v l'est aussi), J^.^ Ker^P ^e peut pas croitre trop vite quand t tend vers 0. Ce 
deux résultats nous permettront d'affirmer que It„ tend vers O pour une suite í„ tendant vers 0. 

En tout point oü |u| ^ O, la fonction \u\ est dérivable, et (i|u|(x) = g{VxU, A). On pose 



d\u\ u , 

or \u\ 

si \u\ / o, et = O sinon. II s'agit de la dérivée partidle distributionnelle de \u\, au sens oü l'on a, 
si les coordonnées autres que r restent fixées, 

\u{t)\-\u{a)\ = l^^ir)dr. 

Or l^^l < |Ve^ti|, et done, si í < a. 



et 



\u{t)\ < \u{a)\ + \VerU\dr 
\u{t)\^ < 2\u{a)f + 2{J^ \VeMdrf- 



It 

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz il vient 

2 



(/•a \ ^ í>a ra 

J \VeMdr] < J — J r\VerU\'^dr 

< |ln(-)| r r\Vu\^dr 
a Jt 
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En intégrant sur on trouve 

/ |up < / 2|u(a)p+ / ( 2\ni-) r r\VeM''dr] 
JEt J'St J'St \ o, Jt / 

<2¡ |n(a)|2+2|ln(-)| /" í rlV^M'^dr 

< 2// \u{a)\HdedvolT. + 2\\a{-)\ f f ([ r\VeM'^dr) td9dvoh 

Jt, Je=o « Jg^Q \y¿ y 

< 2- f + 2í|ln(-)| / / / iVeM'^rdrdOdvoh 

a Js„ a Je Je=o Jt 

< 2- í |?x|2 + 2í|ln(-)| / |Ve,M|2 

< 2- [ \u\^ + 2t\\n{-)\ [ iVíxp 

= 0(í|ln(í)|) (5) 
II reste á controler le terme \'ierV\'^ < /s^ l'^P- Comme v est L^, 

/ ( / \v\^)dt = f \v\^ < +00, 

Jo iSt JUa 

et done la fonction 1 1— > J^.^ |fp est integrable sur ]0, a]. Or la fonction (íln(í))~^ n'est pas integrable 
en 0. On en déduit done qu'il existe une suite í„ tendant vers O pour laquelle 

/ |í;|2 = o((í„ln(í„))-i). 

En eombinant avee la majoration (5) pour on en déduit immédiatement que 

lirn Jt„=0. 

n— >+oo 

Or It — > {u, V*v) — (Vtí, v) quand í — > O ; on a done bien (u, V*v) = (Víx, v). □ 

Remarque : dans les théorémes ci-dcssus, la condition parait naturelle, ne serait-ce que pour 
s'assurer de l'existence des termes du type {Vu,v). Cependant il est intéressant de noter que la 
démonstration donnée du théoréme 3.5 ne fonetionne pas avee des hypothéses du type u, Vn G et 
V, V*v G L^, avee p et g des exposants eonjugués. La eondition est done plus importante qu'il n'y 
parait. 

Ces deux formules de Stokes ont une interprétation en terme d'opérateurs non bornés. Au vue de 
la définition de l'extension maximale d'un opérateur, il est elair qu'en passant á la limite dans les 
formules de Stokes 3.4 et 3.5, on obtient 

iVj^maxf^) = {dmax'n,'^) et 

quel que soient r¡ £ D(dmax), cr € D(6max)j u € D{Vmax) et v G D{V^g^^. On en déduit immédiatement 
(ef aussi [11]) que : 

Corollaire 3.6. Les opérateurs dmax 

et 

^max sont adjoints l'un de l'autre ; on a dmax — dmin 

et 

Les opérateurs Vmax eí V^^j, sont adjoints l'un de l'autre; on a Vmax = ^min eí ^max = ^min- 
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Dans la suite les notations V et V* désigneront done (sauf exeeption) les opérateurs Vmax{= ^min) 
®t ^maxi— ^min)- Puisqu'il ii'y a pas de risque d'ambigu'íté, on utilisera épisodiquement la notation 
(resp. L2,2j ¿ place de L>(V) (resp. L>(V o V)). 

On emploiera fréquemment le corollaire suivant, simple reformulation du précédent : 

CoroUaire 3.7. Soit u appartenant á D{S/), c'est-á-dire tel que u et Vu sont L? . Alors il existe une 
suite (un), C°° á support compact, telle que Un —>■ u et Vtín — > Vtí dans quand n — > oo. 

Démonstration. C'est juste la définition de u E D{Vmin)- D 



Les techniques développées dans la démonstration du théoréme 3.5, et en particulier la majoration 
(5), vont nous permettre de montrer deux autres resultáis dans la méme lignée. Commengons par la 
proposition suivante, qui simplifiera plusieurs preuves par la suite : 

Proposition 3.8. Soit u une section de T^'^'^^M telle que u, Ve^M et V*Vu soient dans L^. Alors Vu 

appartient á L^(T^''+'^'''^ M). 

Démonstration. La preuve est juste une relecture de la démonstration du théoréme 3.5. Plus précisé- 
ment, on constate que pour démontrer l'existence d'une suite tn tendant vers O telle que 

lim / 5|Et„(«, VW) = O, 

il suffit que Ve^'u et ier{v) soient L^. Quand v = Vu comme c'est le cas ici, ees deux conditions 
reviennent á une seule, á savoir Ve^u € L^. 

On applique cela á l'égalité (4) 



/ 
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g{Vu,Vu)= f g{u,V*Vu)- í 5|St„ (í^, Ve.«). 



Comme u et V*V« sont L^, le terme Jj^^ g{u,V*Vu) converge vers {u,'V*Vu) quand í„ tend vers O, 
et comme le deuxiéme terme de droite tend vers O, on a 



lim / g{Vu,Vu) = {u,V*Vu). 



L'existence de cette limite, plus le fait que ^(Vii, Vu) est partout positif, montre que Vu appartient 
á et que 1 1 V-ul p = (n, V* Vn) . □ 



Le résultat suivant, moins anecdotique, nous renseigne encoré sur la dérivée covariante (je remercie 
chaleureusement Gilíes Carrón pour m'avoir donné l'idée de la preuve) : 

Théoréme 3.9. L'image de l'opérateur V : L^'^iT^'''^^ M) L^(t'^^+'^'^)) est fermée. 

Démonstration. On va procéder en deux temps : on va regarder ce qu'il se passe en deliors du lieu 
singulier, puis au voisinage du lieu singulier. On reprend les notations de la démonstration du théoréme 
3.5. Soit a un réel positif suffisamment petit pour que le a-voisinage fermé du lieu singulier S dans 

M soit tubulaire, et on suppose donné un réel b tel que O < 6 < a (on verra ensuite comment choisir 
b). Pour í < a, on note Ut le í- voisinage de S dans M, E¿ = dUt, et Mt = M \ Ut- On pose aussi 
n = Mb = M\Ub. 

Commengons par regarder ce qui se passe sur íí. C'est un domaine de M, á bord lisse. On va 
montrer que l'image de V (ou plutót de son extensión maximale) y est fermée. 
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Sur Í7, les extensions minimales et maximales de la dérivée covariante sont distinctes. On considere 
alors l'opcratcur = V*^.^^|j^o Vj„aa;|fí i ^ s'agit de l'extension de Neumann du laplacien de connexion 
V*V sur íí. II est auto-adjoint (corollaire 3.3), positif, de spectre discret. Pour tout v appartenant á 

D{Ln), on a 

/ g{LNV,v)= / g{Vmax\nV,Vmax\nVy, 

Jci Jn 

le noyau de Ljy coincide done avec celui de Vjnax\üj c'est exactement l'ensemble des sections paralléles 
sur íl. Notons A la premiére valeur propre non nulle de L^. D'aprés la classique formule du minimax, 

A = mf <^ f — r V £ D{Vmax\n) H (ker V^^^in) , v^0\ . 

En particulier, si v appartient á D{Vmax\ci) ^ (ker V^a^in)"''! alors 

\\v\\ < {XnVmax\nv\\ (6) 

(il s'agit des normes sur íí). Cette inégalité sufñt á montrer que l'image de Vmax\n est fermée. 
En effet, soit (vn) une suite de -D(Vmaa;|n) tclle que la suite (V^axint^n) converge en norme vers 
une limite l. On note p„ le projeté orthogonal de Vn sur (ker V raax\n)^ ■ Alors Vjnax\nPn = "^maxin^n, 
et la suite des Vmax\nPn est done de Cauchy. En appliquant l'inégalité (6) á Pn+k ~ Pm on montre 
directement que la suite est de Cauchy, done converge vers une limite p. Maintenant, comme 
Vmax\íi est un opérateur fernic, la limite p appartient á D{Vjnax\Q) ^max\nP — ce qui termine de 
montrer que l'image de Vmax\n est fermée. 

On va maintenant montrer que sur Ua, l'image de l'extension minimale de la dérivée covariante est 
fermée. On utilise pour cela la méme majoration (5) que pour la démonstration du théoréme 3.5, qui 
donne, pour toute section u lisse, L^, á dérivée covariante L^, 



í \u{t)\^<2-[ |ii|2 + 2í|ln(-)| / |Vu|^ 



En fait cette inégalité est pour une métrique píate sur le cóne. Dans le cas général la méme majoration 
est vraie, á un faeteur multiplicatif prés. Si u est á support compact dans Ua, alors u est nul sur 
Ea, et en intégrant ce qu'il reste entre O et a, on obtient II^H < ;^||V'u||, oü ||.|| désigne la norme 
sur Ua- Par passage á la limite, on a 



ac 

||íí|| < ;^||V^¿„|[/^n|| (7) 

pour tout u appartenant á i^(V„i.¿„|f/^). Cette inégalité (une sorte de lemme de Poincaré) implique, 
comme précédemment, que l'image de V^j^n/^ est fermée. En effet, soit (vn) une suite de D{Vmin\Ua) 
telle que la suite (VminlUa ^^i) converge en norme vers une limite l. La suite (V^inlUa done 
de Cauchy, et en appliquant rincgalitc (7) á Vn+k — Vn, on montre directement que la suite (vn) est de 
Cauchy, done converge vers une limite v, qui vcrifie (l'opcrateur V^ínlc/a) ctant fermé) v € -D(V^j„|¡7^) 
ct ^min\Ua V = l, ce qui termine de montrer que l'image de ^rnin\Ua fermée. 



Voyons maintenant comment en déduire un résultat sur tout M. Soit w un point de l'adhérence 
de l'image de V. II existe alors une suite (u^) d'éléments de -D(V), que l'on peut tous choisir C°°, 
telle que la suite Vn„ converge vers w. On regarde alors la restriction de Un a ^ '■ Un\n appartient á 
D(\/„^ax\n)j et rnax\n '^n\n converge vers w^q. Alors on a vu que la suite des projections orthogonales 
des Un\n sur (Xer V max\n)'^ était convergente, c'est-á-dire qu'il existe une suite hn de sections paralléles 
sur íí telle que la suite {un\n — hn) converge en norme sur íí. 
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Si tous les hn sont nuls (par exemple si le fibré n'admet pas de sections paralléles locales), ou si 
tous les hn se prolongent en des sections paralléles sur tout M, on peut terminer la preuve facilement. 
A la place de la suite (un), on s'intéresse á la suite des Vn = Un — hn, et on vient de voir que cette 
suite converge en norme sur Q. 

On choisit ensuite une fonction de coupure p, telle que p soit lisse, á support dans Ua, et identique- 
ment égale á 1 sur Ui,. Alors pour tout n, pvn appartient á D{Vmin\Ua)y 

"^minlUa P'"n = ^ pVn = P^Vn + dp ® Vn = pVUn + dp ® Vn- 

Comme converge vers w et que p est bornee, la suite {pVun) converge en norme L? sur Ua vers 
pw. D'autre part dp est bornée, á support dans Ua \ Uh qui est inclus dans íí ; ct comme la suite 
{vn) est convergente sur Í2, done sur Ua \ U^, la suite {dp Vn) est aussi convergente en norme 
sur Ua- La suite (yrnin\Ua P'^n) est done convergente sur Ua, ce qui implique directement á l'aide de 
l'inégalité (7) la convergence de la suite pVn sur Ua- Comme p est identiquement égale á 1 sur Ui,, on 
en déduit la convergence de la suite {vn\Ui,) ™ norme sur Ub- Or on a vu qu'en plus (v^^q) converge 
sur Q = M \ Uh- La suite converge done en norme sur M enticr vers une limite v- Et comme 
l'opérateur V est fermé, v appartient á D{V) et vérifie Vf = u;, ce qui termine de montrer dans ce 
cas que ImV est fermée. 

Pour conclure, il suffit de montrer que l'on peut toujours choisir b tel que toute section paralléle 
sur Í2 = M\Í7¡, se prolonge en section paralléle sur tout M. Pour cela, on utilise les deux faits suivants. 
D'une part, l'espace des sections paralléles sur Mt = M\Ut est un espace vectoriel de dimensión finie. 
En cfFct, une section paralléle sur (une composante connexc d') un ouvcrt est enticrcmcnt détcrminée 
par sa valeur en un point. D'autre part, si O < í < í' < a, alors Mf/ C Mt, et l'espace des sections 
paralléles sur Mf est inclus dans l'espace des sections paralléles sur M¿' (plus formellement, s'injecte 
via l'application de restriction dans...). Ainsi quand t tend en décroissant vers O, l'espace des sections 
paralléles sur Mt, qui est de dimensión finie, décroit aussi, done finit par étre constant. C'est-á-dire qu'il 
existe un réel íq, O < íq < a, tel que pour tout t infcricur á íq, l'espace des sections paralléles sur Mt 
et sur coincide : toute section paralléle sur M^q se prolonge en section paralléle sur Mt- Et comme 
cette derniére propriété est vraie pour tout t g]0,Ío], on en déduit que toute section paralléle sur Mtg 
se prolonge en une section paralléle de M. On choisit alors 6 = íq pour terminer la démonstration. □ 

On en déduit immédiatement le corollaire suivant : 

Corollaire 3.10. On considere l'opérateur V : L^'^ {T^'''^^ M) ^ L2(r(''+i'*)). // existe une constante 
c telle que pour tout élément ^ G ImV, il existe une section C e L^'2(r('''^)M) vérifiant VC = ^ et 

iicii<c|ieii. 

Démonstration. L'espace est un Hilbert pour le produit scalaire {u, v)2 = {u, v) + 

(Vn, Vn). L'application V est alors continué pour la norme ||.||2 associée. Sa restriction á (ker V)-*" (oíi 
l'orthogonalité est au sens du produit scalaire sus-cité) est une application linéaire, continué, bijec- 
tive ; c'est done un isomorphisme d'aprés le théoréme de l'image ouverte. II existe alors une constante 
c' telle que ||C||2 < c'||VC|| pour tout C e (kerV)^. Comme ||C||Í = + W^Q?, on en déduit 
immédiatement que ||C|| < c||VC|| pour tout u G (kerV)"*", avec c? = c'^ — 1. Pour conclure, étant 
donné ^ G ImV, il suffit de prendre pour C, son unique antécédent dans (kerV)"*-. □ 

4 Normalisation par la jauge de Bianchi 

Comme on l'a vu dans la section 2.3, pour se débarrasser des déformations triviales on cherche á 
imposer la condition de jauge de Bianchi. Montrer qu'une déformation infinitésimale /íq peut se mettre 
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sous une forme normalisée vérifiant la condition de jauge revient á trouver une 1-forme rj telle que 

ho — 5*7] G ker /3, 

ce qui équivaut á résoudre l'équation de normalisation (3) : 

PoS*ri = (3ho. 

Cette équation peut se mettre sous une forme plus lisible. Pour cela, on utilise le fait que 

Vry = ó*r] + -dr] 

(il s'agit juste de la décomposition du 2-tenseur Vr/ en partie symétrique et anti-symétrique), que 6 
est toujours la restriction de V* au sous-fibré correspondant, et done que 

5r] = V*r] = — trVí? = —tiS*!], 

la trace de drj étant nulle puisque drj est anti-symétrique. On obtient alors 

2p{d*ri) = 2SS*ri + dtT:d*ri 

= 2V*{Vr]- -drj) - dSri 

= 2V*Ví7 - Sdri - dSi] 
= 2V*Ví? - Arj. 

Ici A = dS + 6d est l'opérateur de Laplace-Beltrami sur les 1-formes. Or A et V*V (parfois nommé 
laplacien de connexion) sont relies par la classique formule de Weitzenbóck 

Ar] = V*Vr] + ric{r]), (8) 

voir [2] §1.155. En utilisant cette formule, on trouve 

2f3{ó*7]) = Ar]- 2ric{ri) 

= V*V77 — ric{ri). 

Pour une métriquc Einstein, ric{r]) = crj, et l'expression ci-dessus se simplifie encoré. Dans le cas qui 
nous intéresse, la constante c vaut — (n — 1), et 

2(3{5*r]) = V*Ví7 + (n - l)r]. (9) 
On sera done amené á étudier l'opérateur L : rj ^ V*Vr¡ + (n — l)r¡. 

4.1 Un premier résultat 

Le théoréme suivant montre que pour toute déformation infinitésimale h G L'^{S'^M), il existe une 
(uniquc) 1-formc r¡ G ^(<^*„.¿„) tclle que h — d*rj vérifie (distributionncllcmcnt) la condition de jauge de 
Bianchi /3(/i — 5*7]) = 0. On peut done normaliser en un ccrtain scns toutc déformation infinitésimale 
L^, de fagon unique. Ce résultat est assez général puisqu'on suppose juste que la métrique conique est 
Einstein á courbure de Ricci négative ; il n'y a pas de limitations á la valeur des angles coniques. 

Théoréme 4.1. Soit M une cóne-variété Einstein á courbure de Ricci négative. On a la décomposition 
suivante 

L^{S^M) = kej:Pmax®Im5*^,^ 
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Quitte á multiplier la métrique g par une constante (voir section 2.3), on va supposer dans la suite 
qu'ellc vcrifie E{g) = ric{g) + {n — l)g = 0. La démonstration de ce théoréme nécessite plusieurs 
résultats intermédiaires, regroupés dans la proposition suivante. 
Proposition 4.2. 

1. Le sous-espace Im¿,*j¿„ est fermé dans L'^{S'^M). 

2. Les domaines Z)((5j^¿^), -^(V) et D{(3^^^) sont égaux. 

3. Les deux sous-espaces Im(5j^¿^ et ker Pmax sont en somme directe (i.e. ImJj^j^nker (3max = {0} ), 
et la projection canonique de ker (3rnax ® Im ^min ^^'^ deuxiéme facteur est une application 
linéaire continué. 

Démonstration du 1. Si appartient á Cq°, alors 

\\5*rj\\^ = {6*v,S*v) 
= {S6*r],r]) 

= (V*(V77-^d77),r?) 

= {'V*Vri-^Sdri,ri). 
On utilise la formule de Weitzenbóck (8) Arj = dórj + Sdr) = V*Vry — (n — l)ry : 

= (V*Vr?-^Mí?,í?) 
= {dSri + Sdrj + {n — l)rj — -Sdr), rf) 
= {dSrj + -ódrj + (n — l)r/, r/) 

= \Mf + l\\dv\f + {n-l)Mf (10) 

et done 

\\5*ri\f > (n- l)||r/|p. 

Cette inégalité est encoré vraie si G ^(<^min) ' suffit de considérer une suite rjn d'éléments Cq° avec 
lim„_oo r}n = -net lim„_»oo S*r]n = S^^^^ri. 

Cette inégalité implique immédiatement que Im5j^j„ est fermée dans L^. En efFet, si Xn € Im(5J^j„ 
converge vers x dans L^, alors il existe une suite r/^ dans £)(5^j„) telle que x„ = S^j^^rjn ; la suite (a:„) 
est de Cauchy, et comme pour tout n, p on a 

\\Xp -Xn\\ = WS^iniVp - Vn)\\ > V n - l\\rip - rinW, 

la suite {r)n) est aussi de Cauchy, done converge vers un élément 77 de L^. On a alors lim„_^.oof?n = V 
et lim^^oo S^inVn = X ; comme l'opérateur est fermé, on en déduit que rj G Z)((5^j„) et que 
X = done que x appartient á Im5j!^¿^, ce qui montre que Im5j!^¿^ est fermée. 

Démonstration du 2. Revenons au calcul (10) : si on utilise différemment la formule de Weitzenbóck, 
on trouve 

\\ó*rj\\^ = {^*yr)-^6dr],r]) 

= \ ( V* V77 + A77 + (n - 1)77 - 5dr], rf) 

— -{V*'^ri + {n — l)r] + d5r],ri) 
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et done ||5*?7|p > ^HVr/lp, ceci étant valable pour 77 G Cq°. Si 77 G on prend une suite rjn 

d'éléments Cq° avec lim„^oo Vn = V lim„^oo S*'nn = ^minV- La suite {S*'rjn) est done de Cauchy, et 
l'inégalité ci-dessus implique que la suite (Vr/„) est aussi de Cauchy, done converge vers un élément x 
dans L^. Comme rin G C D(V) et que l'opérateur V est fermé, on en déduit que 7] = lim^^oo^n 
appartient á -D(V), et done que -D(V) C D{S^^^). On en déduit aussi que l'inégalité ||(5*7y|p > ^HVr/lp 
est vraie pour tout 77 G D{d^^jJ. 

Maintenant, S*r) étant la partie symétrique de Vr/, on a aussi \\S*r]\\ < ||V?7||, et le méme argument 
montre que D((5^j^) C -D(V), et done D{S^^jJ = D{V). Au passage on a aussi 

pour tout ri G D{V) = D{S*^,J. 

Montrons ensuite que D{6^^jJ = í)(/3^¿„). On rappelle que /3* est l'adjoint formel de ¡3, e'est-á-dire 
que pour rj G Cq°, P^rj = 5*7] + ^{Sr])g. Maintenant si t] £ D{5^^^), on prend une suite r/„ d'éléments 
avec lim„^ooí?n = r/ et lim„^ooí*??n = S^inV- Comme {6r]n)9 = -{ti (6* rjn)) g, la suite i{Sr]n)g) 
est aussi convergente, done P^r]n = &*r}n + \{^f]n)9 converge dans L^. Ceci implique que 77 G D{P^-^) 
par définition de l'extension minimale et done D{ó^^^) C -D(/5^j¿„). 

Réciproquement, si ry G D(P^^^), on prend une suite rjn d'éléments avec lim„^oo?7„ = 77 et 
lim^^oo /3*?7n = PminV- Comme tr/3*77n = ^^¿77^ et que n > 2, on en déduit que la suite {Srjn) est 
aussi convergente, ainsi done que S*r]n = P^rjn — ^{Sr]n)g- Par suite, l'opérateur S^^^ étant fermé, rj 
appartient bien á D{óU, et D{PlJ C D{6*^J. 

Remarque : On peut démontrer exaetement de la méme fagon que D[d^g^^) = D{/3^g^^) ; il suffit 
juste de remplaeer Cq° par C°° dans les deux derniers paragraphes. 

Démonstration du 3. Soit 77 G D{d^-^) tel que S^-^r] G ker (dmax- Alors on a (au sens des distributions 
au moins) 

O = P5*r] = ^(V*V77 + (n - 1)77). 

Comme 7/ est L^, V*Vr] est aussi ; et comme 7/ G ^((^min) ~ -^(^)' aussi L^. On peut alors 

faire une intégration par partie contre i] pour trouver 

||V7?||2 + (7Z-1)||77||2=0 

et done 77 = O et = 0. Cela montre que Im et ker Pmax sont en somme directe. 

Pour démontrer la dcuxiéme partie de ce point on aura bcsoin du lemme technique suivant : 
Lemme 4.3. // existe une constante c > O telle que quel que soit r] appartenant á D{6^^^), on a 

Démonstration du lemme. On eommenee par une majoration : si r/ est Cq", alors 

11/3*7/11 = 115*7? +Í(Ó77)5|| 

71 1 

< ll<^*^ll+2l|-('^^)5ll- 

Comme 6*7] et ^{6r])g sont respectivement la partie symétrique et la partie en trace de V77, on a 
||<5*r?||<||V7?||et||i(¿7y)3||<||V7?||,done 

77-1-2 

||/3*ry||<^||V7?||. 
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Ensuite, toujours pour 77 G Cq°, on a 

{5*T],l3\) = {/3o6*r],r]) 



= ^(V*V?7 + (ra- l)r;,?7) 

Comme ||Ví7|| > \\6*v\\ et ||Vr?|| > ^\\P'ri\\, on a 

{S*V,f3'v)>:^\\S*v\\.\\f3'ri\\. 

Maintenant si rj appartient á D{S'^-^) = -D(V), on prend une suite r]n G Cq° telle que rjn tend 
vers 7? et Vrjn tend vers Vry ; alors (5*r/„ et /3*ryn convergent respectivement vers S^inV et /3^j„?7, et en 
passant á la limite dans l'inégalité ci-dessus on trouve le résultat voulu avec c = □ 

Revenons á la démonstration de la continuité de la projection canonique de ker /3max ® Im ^min 
le deuxiéme facteur. Ce que le lemmc prcccdcnt nous montre, c'est que pour tout élément de Ini5,*j,¿„, 
il existe un élément de Im /3^jj„ C (ker [3max)^ tel que l'angle entre les deux reste éloigné de 7r/2. Cette 
propriété va permettre d'estimer la norme du projeté sur Imáj^^^ á partir de la norme du projeté 
orthogonal sur (ker /Smax)"*"- C'est ce qui va assurer la continuité. 



Soit X = h + áj^m^ ^ ker/Jmax © I™'^mm (^-vec h G ker/3max), on veut montrer qu'il existe une 
constante C > O telle que H^mm'^ll — ^ll^ll- Notons p le projeté orthogonal de S^j^^r] sur (ker /^max)"*" : 
on a ¿j^j^í/ = p+k avec k G kev{f3max)- Par définition de la projection orthogonale, = inf{||5j^¿^?7— 
y|P I y G ker{Pmax)^}- 



Pour majorer ||A;|p on va choisir un bon y. On sait que keT:{Prnax) = ^Pmin' particulier 
^ ^'^^{Pmax)'^ ■ Si /^min^ = O' ^^^^^ prenant la trace on trouve Srj = O puis S^^^rj = O, et dans 
ce cas on a bien \ \S^i^r)\\ < C\\x\\. 

Si /3^j„r? ^ O, on note p' le projeté orthogonal de S^^^r) sur Yect{Pl^^^r]) ; on a 

P V'min'li wat „ii/ 



ll/3Ln^ini/?^.n^ll' 

ll'^mm^lP ~ llí^'lP + ll<^mm^ "^iP- Comme G {kei (irnax)^ 1 d'aprés la définition de la projection 
orthogonale on a 

< WminV-p'\? 

< IIC^II'-IIp'II' 
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En utilisant le lemme précédent, on trouve 

f* . r,l|2 3_ 

(ra + 2)2 



on 



d'oü 



\\ó* ■ r7||2 - ii;.m2 



Ensuite, comme x = /i + ¿J^j^í? = h + k + p, avec h et k dans ker /J^aa; et p dans (ker Prnax)'^^ on a 



2 



> INI 

soit ||<^^j„íy|| < ('^ + 2)||a;||, et on a bien montré ce qu'on voulait, á savoir la continuité de la projection 
canonique de ker Prnax ® Im sur Im 6*, . □ 



Démonstration du théoréme 4-1- La démonstration se fait en deux étapes. On montre d'abord que 
Cq' est un sous-espace de ker Pmax © Im (^mm' P^i^ ^'^^ Pmax © Im ¿^¿^ est un sous-espace vectoriel 
fermé de L^. La densité de Cq° dans permet ensuite de conclure. 

Montrons que C ker /3jnax © Im ¿^^¿^ : 
Soit (f) G Cq°. On cherche áécrire ^ = k+6^^^r] avec A; G kei /3max- Or comme 2/3o5* = V*V+(n— 
on peut trouver une solution de l'équation = P{S*r¡) avec r¡, Vr¡, V*V?7 dans L^. Mais si r/ et 

Vrj sont L2, alors r/ G i:'(V) = -D(á;;j.„), et on a alors la décomposition voulue en écrivant (p = 

Avec tout le travail prcparatoire qui a été fait dans la proposition 4.2, il est maintenant facile de 
montrer que ker (3max © Im (5j^j„ est un sous-espace vectoriel fermé de L^. En effet, si Xn = hn + S*nin''ln 
est une suite de ker Pmax © Im convergeant vers x G ¿2 , alors la suite 5j^j„í?n converge aussi 
par continuité, ainsi par conséquent que la suit hn = Xn — ^minVn- Or Im(5j^¿„ et kei Prnax sont des 
sous-espaces vectoriels fermés de (pour Imá,*j,¿,„, c'est le 1. de la proposition 4.2 ci-dessus ; et pour 
kevPmax, c'cst parcc que par définition ker Pmax = Pmin)'^) ■ ^onc les limites des suites (í^ín^™) 
et {hn) sont respectivement dans Im¿j^¿^ et kei Pmax, et par suite x = limxn = lim/i„ + limJj^j^r/n 
appartient á ker Pmax © Im qui est par conséquent fermé. 

Pour conclure, comme ker Pmax ©Imá*„j^j est fermé et contient Cq°, il contient aussi son adhérence 
qui est l'espace tout entier, done kei Pmax © Imáj^j„ = L^. □ 



Dans le cas oü la métrique est hyperboliquc, on peut encoré rafñner un peu ce résultat. 

Proposition 4.4. Si M est une cóne-variété hyperbolique, alors Pmax = Pmin, ^max — ^min- note 
ees opérateurs simplement /? et S* , et le théoréme précédent devient L^{S^M) = ker P Imí*. 

La démonstration de cette proposition demande de connaitre le comportement des solutions de 
l'équation Po6*rj = O, ce qui est l'objet des sections suivantes. Pour cette raison, la preuve est reportée 
en 5.2, p. 39. 

Ces résultats sont encourageants : ils nous montrent que la condition de jauge de Bianchi est une 
"bonne" condition de jauge, puisqu'elle permet de normaliser toutes les déformations infinitésimales 
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L^. Malheureusement, ils ne sont pas suffisants, au sens oü ils ne nous apprennent ríen sur la régularité 
de la déformation normalisée. En particulier, si l'on part d'une déformation infinitésimale h G L^'^ (ce 
qui est le cas d'une déformation préservant les angles), alors on a aucune garantie que la déformation 
normalisée correspondante soit encoré L^'^. Ce phénoméne de perte de régularité est due au caractére 
singulier de la métrique, qui interdit Futilisation des résultats classiques de régularité elliptique. 

Pour bien comprendre ce phénoméne, on va procéder á une étude détaillée de l'équation de normal- 
isation et de l'opérateur correspondant L = V*V + {n— l)Id au voisinage du lieu singulier, pour une 

métrique hyperbolique. On vcrra que le comportement des solutions est intimcment relié á la valeur 
des angles coniques. On pourra alors donner des résultats plus précis sur la régularité des déformations 
normalisées dans le cas oü les angles coniques sont sufñsamment petits. 

4.2 Etude de l'équation de normalisation 

On supposera désormais dans toute la suitc de cct article que la métrique conique g est hyperbolique. 
Le fait de connaitrc cxplicitcmcnt la forme de la métrique au voisinage du licu singulier va nous 
permettre de travailler en coordonnées cylindriques locales et d'effectuer des décompositions du type 
séries de Fourier, ramenant ainsi une équation aux dérivées partielles á des équations différentielles 
ordinaires sur les coefñcients. 

Considérons done l'opérateur L : 77 i— ^ V*V77 + (n — l)rj. La premiére chose á remarquer sur 
l'opérateur L est qu'il est elliptique. En particulier, si 4> est C°° et que L77 = au sens des distri- 
butions, alors rj est C°°. Cependant, le caractére singulier d'une cóne-variété nous empéche d'utiliser 
directement les inégalités de type Schauder ou Gárding. Par exemple, on peut montrer qu'il existe des 
1-formes 77 appartenant á telles que Lrj = O aai sens des distributions avec V77 qui n'est pas dans 
L^. II va done falloir faire attention aux domaines sur lesquels on se place. 

Le théoréme 3.2 nous un tel domaine : avec les conventions de la section 3.1, l'opérateur V* o V + 
(n — l)Id est auto-adjoint et inversible. Son domaine est par définition 

D = {rie D{V) I Vry G D{V*)} = {r? G | Vr?, V*Vr? G L^} 

(dans la deuxicmc expression, il faut considérer V et V*V au sens des distributions). II s'agit en fait de 
l'extension de Fricdrichs de L. Ainsi, pour tout (f) G L'^(T*M), il existe une unique 1-forme r] telle que 
Lrj = (f) et que rj, Vry et V*V77 soient dans (ce qui peut aussi se démontrer directement). Mais ees 
propriétés ne sont toujours pas satisfaisantes. On va dans cette section procéder á l'étude de l'opérateur 
L, dans le but d'arriver á démontrer, au moins dans certains cas, des propriétés supplémentaires sur 
les solutions de l'équation de normalisation. 

4.2.1 Expression du laplacien de connexion en coordonnées cylindriques 

Soit a un réel positif sufñsamment petit pour que le a-voisinage fermé de S dans M soit un voisinage 
tubulaire. Si r est plus petit que a, on note Ur le r- voisinage de S dans M et le bord de Ur. 

Par définition, si x est un point de S, il existe un voisinage V de x dans Ua et un voisinage U de 
X dans S, tels que í7 = ynSety~í7x D^, et dans les coordonnées cylindriques locales adaptées á 
la décomposition V U x D^, la métrique est de la forme 

g = dr'^ + sh{rfd9^ + áí{rfg^, 

ou 9 est défini non pas modulo 27r mais modulo l'angle conique u. On utilisera les notations suivantes : 
e^ = dr, e^ = sh(r)d0, = (e^» = |:, et e, = (e^)« = ^f,. 



00 



Soit rj une section de T*M. Au voisinage de S on peut faire une décomposition orthogonale et on 
écrit 

7] = fé" + ge^ + u, 

avec /, g, dcux fonctions de M dans M (ou C, on sera souvent amené dans la suite á complexifier les 
fibrés sur lesquels on travaille), et to une 1-forme. On remarque que bien que les coordonnées ne soient 
que locales, les formes et sont bien définies sur tout Ua, ainsi que la décomposition orthogonale 
précédente. 

Au vu de la forme de notre voisinage tubulaire, sur tout ouvert V de Ua du type ci-dessus et 
sufñsamment petit, on peut definir localement des champs de vecteurs ei, . . . en-2 de telle sorte que 
(cr, eg, ei, . . . en-2) forme un repére mobile orthonormé (local), vérifiant 

Ve.efc = Ve^efc = O 

pour tout k dans 1 ... n — 2. On définit de méme des 1-formes locales e^, . . . e"^^ telles que le repére 
(e'', e^, e^, . . . e""^) soit le repére mobile dual du précédent. 

Avant de commencer les calculs, introduisons encoré quelques notations. On note N le (sous-)fibré 
vectoriel au-dessus de Ua, dont la fibre au-dessus de x e Ua est le sous-espace vectoriel de T*M 
orthogonal á ct e^, ct N* le (sous-)fibrc vectoriel au-dessus de Ua, dont la fibrc au-dessus de x Ua 
est le sous-espace vectoriel de T^M orthogonal á eg et e^. La 1-forme to introduite plus haut est 
naturellement une section de N. Les sections (ei, . . . , en-2) forment localement une base de N*, de 
méme pour (e^, . . . , e"~^) et N. Si s est une section de N*, et t une section de N ou de N*, on note 
Ve sí, ou de fagon plus lisible (Vs)(s,í), la projection orthogonale sur N ou sur N* de V^í. 

Si / est une fonction de Ua, on pose 

n-2 

dE/ = ^(eik./)e^ 
k=l 

et 

n-2 

As/ = ch^r ^(Vs)(efe, efe)./ - Cfe.efe./ 

k=l 

(c'est á un facteur prés l'opposé de la trace de la hessienne de / restreinte á A'^*). Ces deux opérateurs 
sont indépendants du choix des e^. En fait, avec les notations ci-dessus, dans F on a une Identification, 
k r ei 6 fixé, de U x {r,0} k U C S, et N* et N restreints á Í7 x {r, 9} s'identifient de la méme fagon 
á TU ct T*U. Les opérateurs ci-dessus correspondent via ces identifications á la diñ'érentielle et au 
laplacien de [/ C S (en fait la métrique ¿is sur U et la métrique c]i{r)^ga- sur U x {r, 6} diflFérent d'un 
facteur ch(r)^, qui se retrouve dans l'expression de As). 

II en est de méme pour Vs, et pour les deux opérateurs suivants. Si u est une section de N, on 
pose 

n-2 

S^{u) = -chV^ Vs(efe,a;)(efe) 

k=l 
n-2 

= ch^r^w(Vs(efc,efc)) - efc.a)(efc), 
k=l 

et 

n-2 

(V* V)sw = chV Y, Vs(Vs(efe, efe), u) - Vs(efe, Vs(efe, üü)), 

k=l 

qui correspondent á la codifférentielle et au laplacien de connexion pour les 1-formes de E. 
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On est maintenant armé pour le calcul explicite de V*Vr7. En utilisant notre repére mobile, on a 

n-2 

V*Vr? = -Ve.Ve.í?-Ve,Ve,í? + VVe.e.r/ + VVe,e,r? + J]VVe,e,r/-Ve,Ve,r?. 

k=l 

Comme la métrique conique est hyperbolique, on a les expressions salvantes : 

Ve^er = O, VegCe = --rr^er, et Ve^efe = Vs(efe, efe) - tli(r) e^. 
On vérifie aussi que 



Ve.e'- = O Ve^e^ = O Ve.e^' = O 

V p*" — ^, - V — 1 r'' V P-? — f) 

Ve.e'- = th(r)e* V^/ = O Ve,e^' = -\h{r)5ije'- + Vs(e¿, e^). 
On trouve alors que 

^ n-2 

V*Vr/ = -Ve.Ve.r? - Ve.Ve.ry - + (n - 2)th(r))Ve.r? + Vv^(e„e,)r? - Ve,Ve,ry. 

En remplacant r] par /e'' + ge^ + o;, un calcul explicite nous donne l'expression suivante pour les 
composantes de V*Vr/; selon e*" : 



1 d'^f í 1 \ df í 1 \ 1 



+ 2 _ 2th(r) ^_^ 

sli(r)th(r) 9^ ch(r)2 ' 



selon : 



' +(n-2)th(r) ¿ + -f^ + -^As^ 



sli(r)^ \th(r) / dr th(r)^ cli(r)^ sli(r)th(r) 9^ ' 

et selon la composante incluse dans N : 



-Ve^Ve^w - Ve, Ve,a; - { ^^-y + (n - 2)tli(r)J Ve^o; + th(r)2w + ^^^i^*^h^ - 2th(r) ds/ 



Pour pouvoir manipuler cette expression, on va efFectuer dans la section suivante une sorte de 
décomposition en séries de Fourier généralisées. 

4.2.2 Décomposition en série de Fourier généralisée 

On sait qu'au voisinage du lieu singulier, la métrique g se met localement sous la forme 

g = dr^ + sh{rfde^ + áí{rfgs. 
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Si la coordonnée 9 était définie (toujours modulo l'angle conique a) sur tout un voisinage du lieu 
singulier, on pourrait faire des décompositions en series de Fourier, du type 

/(r, e,z) = ^ fn{r, z) cxp{2i7m9/a). 

Mais en général la coordonnée d'angle 9 n'est définie que localement, ce qui empéche d'écrire de telles 
décompositions. On va done proceder á une autre sorte de décomposition ; on obtiendra finalement 
des écritures du type 

f{r,9,z) = J2fn{r)Md,z) 
oú les forment une base hilbertienne bien choisie du bord d'un voisinage tubulaire du lieu singulier. 

Une base hilbertienne adaptée 

On se place maintenant au voisinage d'une composante connexe du lieu singulier. Pour simplifier 
les notations, la notation S designe ici la composante connexe en question du lieu singulier, et a l'angle 
conique correspondant. 

Comme précédemment, on choisit un réel positif a sufifisamment petit pour que le a- voisinage fermé 
de S dans M soit un voisinage tubulaire. Si r est inférieur ou égal á a, on note Ur le r-voisinage de S 
dans M et le bord de Ur- 

On va particuliérement s'intéresser á la sous- varióte E^. Pour pouvoir faire les décompositions 
voulues, on vcut trouver une "bonne" base hilbertienne sur Sa, pour les fonctions comme pour les 
1-formes, ou plus précisément pour les sections du sous-fibré N défini précédemment (pour mémoire, 
N est le (sous-)fibré vectoriel au-dessus de Ua, dont la fibre au-dessus de x G Í7a est le sous-espace 
vcctoricl de T*M orthogonal á et é^). Pour faciliter les calculs, on sera amené á considérer plutót 
les complexifiés de ees fibrés. 

Tout point X de admet un voisinage V de la forme U x S^, oh U est un ouvert de S. Dans ce 
voisinage, la métrique de Eq, indulte par celle de M, s'exprime comme une métrique produit ; plus 
précisément on a, dans les coordonnées adaptées, 

ga = sh{afd9^ + ch{afgE, 

oíi la variable 9 est dcfinie modulo l'angle conique a. La varióte est done localement un produit, 
avec la métrique correspondante. C'est un cas simple de submersion riemannienne á fibres totalement 
géodésiques, la base étant E, munie de la métrique ch(a)^g's, et la fibre S*^, muni de la métrique 
sh(o)^(i^^. La théorie spectrale de telles variétés a déjá été étudié, voir par exemple [3], [6]. En partic- 
ulier, les laplaciens sur une telle varicté se décompose en sommc d'un "laplacien vertical" (ici — Ve^Ve^) 
et d'un "laplacien horizontal" (ici ch(a,)^^Ax; ou ch(a)^^(V*V)s), commutant entre cux. Le lien entre 
les fonctions et les 1-fornies est donné par la relation de commutation suivante. La métrique sur E 
étant hyperbolique, on peut utiliser la formule de Weitzenbóck (8) 

(V*V)s = As + (n - 3)Id = dsás + feás + (n - 3)Id, 

valable pour les sections de A''. On a alors 

(V*V)s o ds = (As + in- 3)Id) o ds = ds o (As + (n - 3)Id), 

et done 

(V*V)s(ds/) = dE(As/) + (n - 3)ds/. (11) 

On pose 7 = 77 ; cette quantité interviendra tres frcquemment dans la suite. La proposition 
suivante se déduit directement des résultats des articles [3]Eet [6] cités et de la relation de commutation 
(11): 



Proposition 4.5. II existe une base hilbertienne (^j)jgN c^^* complexifié de L^(Sa), telle que pour tout 
Índice j, il existe un réel Xj >Oetun entier relatif pj, pour lesquels 



Soit J l'ensemhle des j pour lesquels Xj > 0. II existe une base hilbertienne {(f)j)j^j U {(fj)j^fq du 



complexifié de L'^{N), telle que : 

- pour tout índice j appartenant á J, (pj 



7t4t72^sV'?j done 



\V*V)j:(f>j = {Xj + n - 3)(j)j 

^fe</.,-=ch(a)(A,)V2^.; 
- pour tout Índice j G N, il existe un réel ¡j,j et un entier relatif p'j, pour lesquels 

Í(V*V)e9?í = fJ-j(pj 

et on a de plus S^ipj = 0. 

On va utiliser ees resultáis pour procéder á la décomposition de 77 = fe'' + ge^ + 00 sur tout Ua- 

Pour passer de Sa aT,r, on utilise le transport paralléle et le flot le long des géodésiques, intégrales 
du cliamp de vecteur Cr- Cela revient á étendre á tout [/„ les fonctions i/jj et les formes (pj, ipj, en 
demandant seulement que er-ipj = O, et que Ver4'j = ^er'^j = O- On note encere Vj, (pj ct ipj ees 
extensions. 

En procédant á de simples changement d'échelle, on montre que ees fonctions et formes étendues 
se comportent de la fagon suivante : 

d 

—iPj = ipj-ftPj 



ch(r) 



rv 



O 



et 



Va_(pj = ipj-f(pj 

dO 

{V*Vh(Pj = {Xj + n - 2,)(Pj 
{5^(Pj = á.{r){Xjf'^i^j, 



^ a_(pj = O 

3r 

Va_^j =ip'j7^j 

(V*V)s<^i = fJ'j^j 
^S^ipj = O 



Pour un r fixé, on note fr la restriction de / á S^. On peut de méme étendre fr en une fonction 
fr définie sur tout Ua en utilisant le flot du champ de vecteur , c'est-á-dire en demandant seulement 



que er-fr soit identiquement nul (et évidemment que fr = fr sur S^). En particulier, on peut regarder 
la restriction á Sq de fr, notée /r-|sa • On peut maintenant utiliser les résultats de la proposition 4.5 
pour décomposer /r|sa sous la forme d'une serie : /r|sa = S/r^j- Finalement, en réutilisant le flot 
pour se ramener á S,., on obtient la décomposition suivante, valable sur T,r : fr = fri^j- faisant 
cette manipulation pour tout r, et en posant fj{r) = fr, on obtient 

jen 

On effectue évidemment une décomposition similaire pour la fonction g. Pour la section uj, le méme 
procede fonctionne, en remplagant le flot par le transport paralléle, et on obtient une décomposition 

^ = + X¡^J■('')'^J■• 

je^ jen 

On peut vérifier facilement que si rj est C°° alors les coefRcients fj, gj, coj et wj le sont aussi (en 
efi^et, fj{r) = J^, V'j/r et on peut dériver sous l'intégrale ; il en est de méme pour les autres coefficients) . 

On a flnalement obtenu l'expression suivante pour 77 : 

+ + ■ 

II est plus judicieux de regrouper les termes de cette décomposition de la fagon suivante, faisant 
apparaitre des "blocs élémentaires" de méme fréquence : 

í? = ^ {jj {r)^j e'' + gj {r)^j + Uj (r)^^) 

Í6N\J 

+ Y,mj{r)ipj. (12) 
La norme de 77 sur Ua s'exprime bien dans cette décomposition : on a 

Expression du laplacien dans cette décomposition 

En partant de cette expression pour 77, on va effectuer la méme décomposition pour V*Vry+(n— 1)77. 
On note toujours 7 pour 

On obtient alors, pour la composante de V*V77 + {n — 1)77 en i/^je"^, si j G J : 

2¿p,7 ^ 2th(r)(A,)V^ 
+ sli(r)th(r)*' ch(r) 



/ 1 



+ (n-2)th(r) /j + 



th(r) 



+ (n - 2)th(r)2 + 



sh(r)^ 



+ n-l /. 



sh(r)th(r 



-9j, (14) 



pour la composante en il)jé 



sh(r)th(r) 



(15) 



pour la composante en 0,- 



í>?7^ A,- + n - 3 



2th(r)(Aj)V^ 
ch(r) 



/i, (16) 



et pour la composante en (pj : 



4.2.3 Comportement des solutions de l'équation homogéne au voisinage de la singularité 

On va maintenant chercher á résoudre l'équation Lij = O au voisinage de S. Si la 1-forme r] vérifie 
L77 = O au voisinage du lieu singulier, alors par régularité elliptique 77 est localement C°° ; cela justifie 
la décomposition en serie (12), qui converge uniformément sur tout compact du voisinage du lieu 
singulier. 

La décomposition de Li] ci-dessus permet alors de passer d'une équation aux dérivées partielles 
á une infinité d'équations diíFérentielles ordinaires. Résoudre l'équation Lr] = O au voisinage du lieu 
singulier revient done á résoudre une équation différentielle linéaire pour chaqué coefíicient de la 
décomposition. On peut ainsi étudier le comportement de chacun des termes du développement de 77, 
et il est ensuite relativement aisé d'en déduire des propriétés du type pour 77 et ses dérivées au 
voisinage du lieu singulier. 

Pour chaqué Índice j, l'équation (ou plutót le systéme) que l'on obtient présente une singularité 

"réguliére" en r = 0. On sait (voir [25], cf aussi [17]) que les solutions d'une telle équation sont des 
combinaisons linéaircs de fonctions de la forme r^/(r) avec / une fonction analytiquc, oíi les exposants 
k s'obtiennent comme racines de l'équation indicielle (en cas de racines múltiples ou séparées par des 
entiers, il faut éventuellement rajouter des termes en Inr dans l'expression des solutions). 
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On pose done, pour un entier j donné, 



fÁr) 

9j{r) 
ujj{r) 



rHfo + fir + f2r^ + ■■■), 
r^{9o + gir + g'¿r'^ H ), 

r'^iüjQ + üJir + üJ2r'^ H ), 

r'^{wo + wir + íi72r^ -\ 



A partir des expressions (13) á (17), on obtient les systémes d'équations indicielles suivants : si 
3 e J, 

( {-e + l+pW)fQ + 2ipj-fgo = O 



si j ^ J, 



et enfin 



-2ipjjfo + (-k' + 1 + pjY)go = O 
{-e+ph^)üüo = o, 



{-e + l+pjj^)fo + 



-2ipjjfo + i-e + 1 + p]j^)go = O, 



(-fc2+p'V)^o = 0. 



Commencons par étudier le premier systéme, le plus complique. Son déterminant vaut (au signe 
prés) (fe^ — í'j7^)(A;^ — {pjj + l)^)(fe^ — {pjj — 1)^). Les valeurs de l'exposant k pour IcsqucUes le 
systéme admet des solutions non triviales (racines indicielles) sont done ±pj7 ± 1 et ípjj. Plus 
préciscmcnt, pour k = ±{pjj + 1), les cocfficients dominants (/o,50)i^o) sont engendres par (1,— ■¿,0), 
pour k = ±(pj7 — 1), par (1,-1,0), ct pour k = ípjj, par (0,0, 1). On remarque que l'on a toujours 
des racines séparées par des entiers, ce qui peut rajouter des termes logar ithmiques, mais on n'aura 
pas á en teñir compte car seul l'exposant dominant va nous intéresser. 

Le cas des racines doubles est un peu plus compliqué. Elles apparaissent si pj = O, pj^y = ±1, ou 
Pjj = i^- En fait si pjj = ^, les solutions correspondant á A; = pj^ et á A; = 1 —pj^ sont linéairement 
indépendantes, on n'a done pas besoin de termes logarithmiques ; méme chose pour pjj 



1 

2- 



Pour pjj = 1, les solutions pour k = pjj — 1 et A; 
d'un terme logar ithmique. Méme ehose si pj^ = — 1. 



"(Pj7 ~ 1) sont les mémes. On a done besoin 



Enfin, pour pj = O, il y a trois dégénérescence. Cependant pour A; = 1 ou A; = — 1, on n'a pas de 
perte de dimensión ct done pas besoin de termes logarithmiques. Par eontre, pour A; = O, le terme en 
logarithme est nécessaire. 

On remarque que les deux premiers cas de racines doubles ne se rencontrent que pour des valeurs 
particuliéres de l'angle conique. Par contre le dernier cas se rencontre quel que soit l'angle. C'est 
l'existenee de ees solutions logarithmiques, qui sont dans mais dont la dérivée covariante ne l'est 
pas, qui fait que l'opérateur L n'est jamáis essentiellement auto-adjoint dans notre eadre. 



Les deux systémes restant sont plus simples á étudier et ne présentent rien de nouveau par rapport 
á ce qui précéde. La proposition suivante regroupe tous ees résultats : 

Proposition 4.6. Soit r¡ une solution de l'équation Lrj = O sur un voisinage d'une composante connexe 
de d'angle conique a. Alors chacun des termes apparaissant dans la décomposition 



E 

Í6J 



fjir)2Pj + gj{r)'il)j + Wj(r)(/.j) 



+ E [f3Ír)^je' +g,{r)i^¿e') 



on 



est solution de Véquation Lr] = O au voisinage de la composante connexe du lieu singulier. 



Soit j un Índice appartenant á J. L'ensemble des solutions du type 

fj{r)^j e'' + gjir)^j e^ + i^j{r)<j)j 

forme un espace vectoriel (de dimensión 6). Si pj^ ^ { — 1,0, 1}, alors on dispose d'une base constituée 

de solutions élémentaires pour lesquelles v{r) = {fj{r), gj{r), üüj{r)) est de la forme r^{vQ + vir H ), 

avec k G {ípj^zizl, zizpj'y}. Pour k = ±(^^7 + 1), on peut prendre vq = (1, —i, 0), pour k = ±(^^7 — 1), 
0), et pour k = ípjj, (0,0,1). Si pj^ = —1, resp. 1, resp. O, les deux solutions élémentaires ci- 
dessus correspondant á k = sont identiques, il faut done rajouter une solution de la forme ln(r)(í;o + 
vir + ---) avec vq = {1,-1,0), resp. {l,i,0), resp. (0,0,1). 

Maintenant si l'indice j n'appartient pas á J , l'ensemble des solutions du type 

fj{r)ijj e'' + gj{r)ipj e^ 

forme un espace vectoriel (de dimensión 4)- Si pj^ ^ {—1,1}, alors on dispose d'une base constituée 
de solutions élémentaires pour lesquelles v'{r) = {fj{r), gj{r)) est de la forme r^{vQ + v[r + •••), avec 
k = ípjj ± 1. Pour k = ±(pj7 + 1), on peut prendre v'q = (1, —i), et pour k = ±(pj7 — 1), v'q = (1, i). 
Si pjj = —1, resp. 1, les deux solutions élémentaires ci-dessus correspondant á k = O sont identiques, 
il faut done rajouter une solution de la forme ln(r)(uQ + f^r + • • • ) avec v'q = (1, —i), resp. (1, i). 

Enfin, pour tout índice j, l'ensemble des solutions du type zuj{r)(pj forme un espace vectoriel (de 
dimensión 2). Si p'- / O, alors on dispose d'une base constituée de deux solutions élémentaires pour 
lesquelles Wj{r) = r^{\+wir + - ■ ■), a,vec k = ípjj- Sip' = O les deux solutions élémentaires ci-dessus 
sont identiques, il faut done rajouter une solution pour laquelle Wj(r) = ln(r)(l + wir + •••). 

Dans la suitc, on supposera toujours que pj et p'j sont positifs ; en efFet une simple conjugaison 
permet de passer de pj á —pj- 

4.3 Cas des angles coniques inférieurs á 2tt 

Dans cette sous-section, tous les angles coniques seront supposés strictement inférieurs 
á 27r. En particulier, si p est un entier, alors soit p7 = O, soit \pj\ > 1. 

On va étudier maintenant quels sont les exposants dominants possibles pour une solution de 
l'équation L77 = O au voisinage du lieu singulier, en fonction des difFérentes conditions imposées á 
V- 

Le premier résultat est le lemme suivant : 

Lemme 4.7. Soit M une cóne-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement 
inférieurs á 27r. Soit r¡ une 1-forme telle que Lrj soit égal á Q au voisinage du lieu singulier et que r¡ 
et Vr) soient dans L?. Alors Vdrj est dans L?. 

Démonstration. Commencons par montrer que V*Vdr] est dans L^. Pour cela on utilise la formule de 
Weitzenbóck suivante, valable pour une métrique hyperbolique, qui est un analogue de la formule (8) 
pour les 1-formes que l'on a deja utilisée á plusieurs reprises (voir [2] §1.1) : 

Vw G ü'^M, V*Vuj = Alü + 2(n - 2)w. 

En particulier, 

V*Vd77 = Adr] + 2(n - 2)drj = dAri + 2(n - 2)í? = d{Lri) - 2dr). 



Au voisinage du lieu singulier, on a alors V*Vdr] = —2dri, et done V*Vdri est dans L^. 

D'aprés la proposition 3.8, comme dr] et V*Vdr/ sont L^, il suffit juste de montrer que Verdr] est 
dans pour prouver que Vdrj est dans L^. 



Pour cela, on regarde comment les conditions rj £ L"^, Ví? G se traduisent sur la développement 
de r/. On choisit un réel a suffisamment petit pour que Lr¡ soit nul sur [/„ ; c'est ce a que l'on utilise 
pour la décomposition de t] (voir proposition 4.5). On écrit alors 



rj = ^ (jj {r)il)j é' + gj {r)il)j + {r)(f)¡^ 
ieJ 



+ 

ieN\J 



La norme de rj sur Ua est donnée par 

^ E f (I// + + Kf + Kf ) Sil (lll)""*- 



Comme L77 = O au voisinage du lieu singulier, les fonctions fj, gj etc. sont équivalentes á cr*^^ (ou 
cr'^J ln(r)) quand r tend vers 0. Pour que la quantité ci-dessus soit finie, tous les exposants dominants 
apparaissant dans la décomposition de i] (donnc par la proposition 4.6) doivcnt étrc strictcment plus 
grand que —1. Or on a vu que k est de la forme ípjj ± 1 ou ípj'j, oíi pj est un entier que l'on peut 
supposer positif, et 7 vaut 27r divisé par l'angle conique de la composante connexe du lieu singulier. 
Par conséquent le fait que rj soit dans élimine d'emblée les solutions avec k = —pjj — 1, avec 
k = —pj^ pour Pj / O, et avec k = —pjj + 1 pour pj > 1 (et aussi = 1 si 7 > 2, c'est-á-dire si 
l'angle conique est inférieur ou égal á tt). 



Le fait que Vij soit dans impose aussi des conditions sur les exposants possibles. A partir de la 
décomposition ci-dessus de rj, on obtient l'écriture suivante pour Vr/ : 

+ E ® + ® + (%|^^^- - *^(^)^^) ® + ® 

tcTj e*" (gi ífj + ^ roj ® (^j — th(r)G7j9Jj ® e*" + Wj Vj:4'j j . (18) 

Chacun des termes de cette expression doit étre ; de la méme fagon que ci-dessus, cela impose que 
tous les exposants k apparaissant dans la décomposition de 77 (donné par la proposition 4.6) doivent 
étre supérieurs ou égaux á O, et qu'il n'y ait pas de termes logarithmiques. Comme les angles coniques 
sont supposés inférieurs á 27r, cela revient á diré que les fonctions fj, gj, etc. sont des combinaisons 



Q1 



linéaires des seules solutions élémentaires définies á la section précédente pour lesquelles l'exposant k 
vaut O, 1, - 1, pj-f, p'j-f ou pjj + 1. 

Regardons maintenant Vcrdi] G L^. De la décomposition en serie (18) on déduit facilement 
l'écriture suivante de dr] : 



En dérivant par rapport á e^, on aboutit á l'expression suivante : 

+ ^Z>^(^sh(r) ^' sh(r)th(r) ^ ch(r) ^ ch(r) * J 
+ 5^ f H + tli(r)^ + (1 - th(r)2)roj) e"^ A 



Dans cette somme, seules des combinaisons de solutions élémentaires dont les exposants dominants 
sont positifs apparaissent. Un simple calcul montre alors que tous les termes de cette série sont d'ex- 
posant supérieur á — 1, et done appartiennent L^. II reste cependant á vérifier que la série converge en 
norme 

Une méthode pour cela est d'utiliser les résultats tres généraux de la théorie des "opérateurs 
d'arétes" ou opérateurs sur des variétés á bord degeneré, dont L est un exemple typique. L'article [17] 
traite en particulier des opérateurs elliptiques, qui est le cas qui nous intéresse ici. 

Une autre méthode consiste á majorer directement les termes apparaissant dans la série, en utilisant 
les majorations des solutions élémentaires d'exposant positif données dans [18]. Comme l'opérateur 
L est elliptique, la 1-forme 77 est au voisinage du lieu singulier. En particulier, comme est 
compacte, toutes les dérivées de ry sont de norme l? finie sur S^. On en déduit que pour tout polynome 
(ou fonction majorée par un polynome) á deux variables P, la série 

5;|P(p,7,A,)/,(a)|2 

converge, et qu'il en est de méme en remplagant jjia) par gj{a), Uj(a) ou Wj{a). Ce résultat, combiné 
aux estimations de [18], lemme 2.1.3, montre directement que la série donnant l'expression de Vg^dr/ 
converge en norme L? sur 

Récapitulons : si 77 est une solution de l'équation Lr/ = O au voisinage de S, telle que et Ví? 
soient dans L^, on a vu que seuls les solutions élémentaires ayant un exposant dominant supérieur 



ou égal á O apparaissent dans la décomposition de rj. Par conséquent les termes apparaissant dans la 
décomposition de Vdr] ont tous des exposants dominants strictement supérieurs á —1. Ce fait, et le 
caractére C°° de rj prés du lieu singulier, suffit á prouver que Vdrj est dans L^. □ 

A partir de ce lemme, on va pouvoir passer de l'étude des solutions de l'équation L?7 = O au voisinage 
du lieu singulier á celle des solutions de l'équation Lrj = f sur M entiére. Le théoréme suivant montre 
que quand les angles coniques sont inférieurs á 27r, on peut contróler le comportement de certaines 
combinaisons des dérivées premieres ct secondes des solutions de l'équation de normalisation ; ce 
controle sera en fait suffisant pour dcmontrer la rigidité infinitcsimalc. 

Théoréme 4.8. Soit M une cóne-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement 
inférieurs á 27r. Soit (f> une section de L?'{T*M). Alors il existe une unique section rj de L'^{T*M), 
solution de l'équation Lr) = (f), telle que rj, Vrj, d6r], et Vdr] (au sens des distrihutions) soient dans 

Démonstration. On sait depuis le début de la section 4.2 (p. 22 que l'on peut résoudre de fagon unique 
l'équation Lrj = (j) avec rj, Vrj et V*Vry dans L^. Le seul point qui reste á montrer est que Vdrj est 
aussi ; en effet, si Vdr] est dans L^, alors automatiquement ódr¡ est dans L^, et done c'est aussi le 
cas pour dSrj = V*Vrj — 5dr¡ — (n — l)r/, voir la formule de Weitzenbóck (8). 

Les formes C°° á support compact étant dense dans L^, on peut trouver une suite (0fc) de 1-formes 
C°° á support compact telle que (pk ^ 4> dans quand k ^ oo. Soit {rjk) la suite d'éléments de D 
telle que pour tout entier k, Lr¡i¡. = (j)i¡.. On applique alors le thcorcme 3.2 (avec, á un facteur prés, 
A = V et A* = V*) : les transformations + {n-l)Id)~^ et V(V*V + (n- 1)/(¿)-^ sont continúes, 

done 

lim 7]k = lim (V*V + (n - l)Id)-\(f)k) = (V*V + (n - = rj 

fc— >oo fc— >oo 

et 

lim Vr/fe= lim V((V*V + (n - l)7d)-^((/)fc)) = V((V*V + (n - l)/c¿)-^(0)) = Vr?, 

fc— »oo k—*oo 

les limites étant au sens L^. Comme drjk est la partie antisymétrique de Vrjk, la suite (drjk) est 
aussi convergente, avec limjt_»oo drj^ = drj. Maintenant, comme (pk est á support compact, Lr/^ est 
identiquemcnt nul au voisinage du lieu singulier, et r¡k rentre done dans le cadre de la proposition 4.6. 
Comme rj^ appartient á D{= D'), rj^ ainsi que drj^ sont dans L^, et on a vu au lemme 4.7 qu'alors 
Vdrjk G -L^. On va maintenant montrer que (Vdrjk), suite de sections du fibré r*M(g) A^M, est bornée 
dans L^. 

Pour cela, on considere ^, section C°° á support compact de r*M (g) A^M ("section test"), et on 
s'intéresse au produit scalaire (Vdr/fe,^). Le but est d'arriver á monter que 

|(Vd%,OI<M||C||, 

oú M ne dépend pas de k ni de ^. 

La rcstriction de la dérivée covariante á ÍÍ^M nous donnc un opcratcTir (non borne) V : L^(A^M) 
L'^(T*M ¡S) A^M); son adjoint est la rcstriction de V* á L^(T*M (g) A^M), ct les rcsultats de la 
section 3 s'appliquent. Maintenant, en utilisant la définition de l'adjoint d'un opérateur, on a l'égalité 
kerV* = (ImV)"*". Le théoréme 3.9 nous garantie que l'image de V est fermée, et on a done la 
décomposition orthogonale suivante : 

L^{T*M ® h?M) = ker V* Im V. 

On peut done écrire § = /c + dans cette décomposition, et d'aprés le corollaire 3.10 on peut méme 
choisir ^ de telle sorte que 

||CII<c||VC||<c||c|| 



pour une constante c donnée ne dépendant pas de ^. 



Retournons au produit scalaire : 

= (V(Í%,VC). 

Pour pouvoir faire une intégration par parties, il faut vérifier que tous les termes impliques sont L^. 
On sait déjá que C, V^, 'Vdr]^ le sont, reste á montrer que c'est aussi le cas de V*V(¿í7fc. Pour cela 
on utilise la formule de Weitzenbóck suivante, valable pour une métrique liyperbolique, qui est un 
analogue de la formule pour les 1-formes que l'on a déjá utilisée á plusieurs reprises (voir [2] §1.1) : 

Vw G ÍÍ^M, V*Vw = Au + 2(n - 2)a;. (19) 

En l'appliquant k r]k, on trouve 

V*Vdrik = Adrik + 2(n - 2)dr]k = dArjk + 2(n - 2)drik, 
car d et A = dS + 5d commutent. D'autre part 

Ar]k = Lr]k - 2(n - 1)??^ = (pk - 2(n - 1)%. 

Finalement, 

V*Vdr]k = d(pk - ^drjk. 

Comme (l)k est á support compact et que rjk G D, les formes d(f)k et drjk sont L^, done V*Vdr]k est 
L^, done on peut done intégrer par parties (théoréme 3.5) : 

(Vd%,c) = (Vd%,vc) 
= (v*vd%,c) 

= {d(t)k-^dr]k,0- 

Comme VC est L^, SC = — tr^VC est aussi L^, on a méme \\S(\\ < -v/ñ||VC||- D'autre part (l)k, d(f)k 
et ( sont L^, on peut encoré intégrer par parties : 

(Vdr/jfc, O = {#fe - 2cií7fe, C) 

= {ct)k,SC)-^drik,0- 

Pour finir on majore avec Cauchy-Schwarz : 

l(Vd%,OI < ||.^ifc||||<5C|| + 2||d%||||C|| 

< iv^m\+'¿c\\drik\\)m\\ 

< Mm\ 

car les suites {(pk) et (drjk) sont convergentes, done bornées, dans L^. Cette majoration, valable pour 
toute section test ^, implique directement que la suite (Vdr/jt) est bornee dans L^. 



Par conscquent, on peut extraire une sous-suite, encoré notée (Vdí?^), qui converge faiblement vers 
une limite Z G : c'est-á-dire que quel que soit ^ € L^(T*M A^M), 

lim {Vdm,0 = {l,0- 

fe— >oo 



Mais alors, si ^ est C°° á support compact, 
et 

lim {drik,'7*0 = {dri,V*0 

fc— »oo 

car {drjk) converge dans vers drj. Par conséquent, on a 

{dv,v*o = {í,0 

pour tout ^ G Co°, ce qui signifie exactement que 

l = ^maxdr] = ^dr}, 

et par suite Vdr¡ appartient á L^. □ 

Notons que si en plus (j) est C°°, alors par régularité cUiptique la solution ry ci-dessus est aussi de 
classe C°°. 



4.4 Cas des angles coniques inférieurs á tt 

Si on suppose que tous les angles coniques sont inférieurs á tt, il est alors possible d'avoir un 
meilleur controle sur le comportement des solutions de l'équation de normalisation L-q = (p, ou (p E L'^ . 
Plus précisément, on a le théoréme suivant : 

Théoréme 4.9. Soit M une cóne-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement 
inférieurs á tt. Alors l'opérateur 

L = V*V + (n - l)Id : L^'^{T*M) L^{T*M) 

est un isomorphisme. 

On retrouve done quand les angles sont suffisamment petits une propriété toujours valable sur une 
varíete compacte. Une application immédiatc est que si l'on part d'une déformation infinitésimale L^''^, 
par exemple préservant les angles, alors la déformation normaliséc correspondante sera aussi dans L^'^. 

La démonstration est en fait complétement analogue á celle du théoréme 4.8 ; on ne redonnera 
done pas tous les détails. Elle repose elle aussi sur un lemme : 

Lemme 4.10. Soit M une cóne-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement 
inférieurs á ir. Soit rj une 1- forme telle que Lr) soit égal áO au voisinage du lieu singulier et que rj et 
Vt] soient dans L^. Alors VV77 appartient á Lp' . 

Démonstration du lemme. La preuve est en tout point similaire á celle du lemme 4.7. Comme on sait 
déjá que Vdr] est dans L^, il sufñt de le montrer pour V(5*r/. D'aprés la proposition 3.8, on a juste á 
montrer que V*V(á*r/) et Ver<5*r/ sont dans L^. 

Pour V*V(á*?7), cela résulte d'une relation de commutation entre V*V et 5* . Soit a une 1-forme 
(lisse) sur M. On sait que la déformation 5* a est triviale, c'est-á-dire que l'on a toujours E'{5*a) = O, 
soit 

V*V(¿V) - 2R{6*a) - 26*p6*a = O, 



voir (1). La métrique étant hyperbolique, on peut utiliser les relations (2) et (9) pour simplifier cette 
expression. On obtient alors la relation suivante : 

V*V(5*(7) = 2(5* (7 + 2{6a)g + S*{V*Va + (n - l)a). (20) 

En appliquant cette formule á r], on obtient au voisinage du licu singulier 

V*V((5*??) = 2S*r] + 2{5r])g 

car Lrj = V*Ví7 + (n — 1)77 = O prés du lieu singulier. Comme 77 est L^'^, on vérifie facilement que le 
terme de droite, et done V*VS*r), appartiennent á L'^{S^M). 

Pour montrer que Ve^¿*í? est dans L^, l'idée est la suivante. Le fait que rj apparticnt á L^'^ impose 
que seules les solutions élémentaires d'exposant dominant positif apparaissent dans la dccomposition 
de T] donnée par la proposition 4.6. Et comme tous les angles coniques sont supposés plus petits que 
TT, les exposants dominants positifs sont soit nuls, soit plus grands que 1. Cela donne suffisamment 
de controle sur les solutions élémentaires pour montrer que tous les termes apparaissant dans la 
décomposition de VVr/ sont dans L^. On utilise ensuite le fait que P est elliptique, done que u est 
C°° prés du lieu singulier, pour assurer comme dans la preuve du lemme 4.7 la convergence en norme 

de la décomposition en série sur un voisinage du lieu singulier de Ve^á*??, á l'aide des résultats de 
[17] ou de [18]. □ 

Pour passer de L77 = O au voisinage du lieu singulier k Lrj = (f) sur M, l'idée est encoré de prendre 
une suite de 1-formes (j)k, C°° a support compact, convergeant vers (f) en norme L^. On prend alors 
une suite rjk telle que Lr]i~ = ¡pj. et r/^ G L^'^. On sait déjá que rjk et Vr/^. convergent en norme 
vers ry et Vr] respectivement, et que Vdrjk converge faiblement vers Vdrj G Lp'. II ne reste plus qu'á 
considérer V(5*í7fc. Pour montrer que cette suite est bornée, on regarde encoré le produit scalaire contre 
une section test (i.c. á support compact) ^ de T* M S'^M. Gráce á plusieurs intégrations par 
partie et á la relation de commutation (20), on aboutit á l'cxistcnce d'une constante M telle que 
|(V(5*í7fc, ^)| < pour toute section test ^, ce qui justifie que la suite V5*r¡k est bornée. On finit 

en montrant qu'elle converge faiblement vers une limite, qui est alors égale á V5*r], ce qui termine de 
démontrer que V(5*?7 G L?. 

Remarque : Bien qu'on ne le montre pas ici, il est intéressant de noter que les théorémes 4.8 et 
4.9 cessent d'étre vrai des qu'un angle conique est plus grand que respectivement 2tt ou tt. II devient 
alors beaucoup plus difñcile de trouver un "bon" domaine pour résoudre l'équation de normalisation, 
cf [14] et [7] pour des résultats dans cette direction. 



5 Déformations Einstein infinitesimales 

5.1 Rigidité infinitésimale des cóne- varietés 

Nous avons maintenant en main tous les outils pour montrer le théoréme suivant : 

Théoréme 5.1. Soit M une cóne-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement 
inférieurs á 27r. Soit Hq une déformation Einstein infinitésimale (i.e. vérifiant l'équation E'g{ho) = 0) 
telle que ho et V/iq soient dans L^. Alors la déformation ho est triviale, i.e. il existe une forme 
rj G Q^M telle que Hq = 5*r¡. 

Dans toute cette sous-section on supposera done que les angles coniques sont toujours inférieurs á 

27r. 



Démonstration. La premiére étape de la démonstration consiste á normaliser ho, c'est-á-dire á chercher 
rj tel que h = — 6*7] vcrifie la condition de jauge f3{h) = O, ce qui revient á résoudre l'équation 
(3 o d*u = í3hQ. Comme V/iq est dans L^, fSho l'est aussi, et d'aprés le théoréme 4.8 cettc équation 
admet une unique solution rj telle que r], Vr/, dór] et Vdr] soient dans L^. On pose h = — 5*r¡. 
Notons que l'on a perdu des informations en normalisant : en efFet, rien ne garantit que la déformation 
normalisée h vérifie encoré Vh G L^, puisqu'on ne connait rien pour l'instant sur V5*r]. 

La déformation h vérifie alors : 

V*V/i -2Rh = 
5h + dtih = 

En prenant la trace par rapport á ^ de la premiére équation, on obtient 

A(tr /i) + 2(n - l)tr /i = O, 

ce qui incite á intégrer par parties, mais pour le faire il faut d'abord vériñer que les termes impliqués 
sont L^, avant de pouvoir appliquer le théoréme 3.4. Comme ho et 6*7] sont L^, h est bien L^, done 
tih aussi, et done Airh aussi. Maintenant, 

dtr h = dtr /iq + dtr 6*r¡ = dtr ho — dór], 

done divh est {dtvho est car V/iq l'est). Par suite, on trouve en intégrant contre tvh : 

O = (tr^,A(tr^) + 2(n- l)tr/i) 
= ||dtr/i||2 + 2(n-l)||tr/i|p 

et done tr/t = O, ce qui, avec = O, implique aussi Sh = 0. Finalement, on a 

'V*Vh-2Rh = 
< 6h = 
tTh = 

La deuxiéme étape de la démonstration consiste á utiliser une autre formule de Weitzenbock (cf [2], 
§12.69). Un 2-tenseur peut toujours se voir comme une 1-forme á valeur dans le fibré cotangent T*M. 
Ce fibré étant muni de la connexion de Levi-Civitá V, on note d^ la différentielle extérieure associée 
sur les formes á valeurs dans T*M. L'opcratcur adjoint est la codifférentielle notéc 6^ . Notons que si 
u est une 0-formc á valeurs dans T*AI (c'cst-á-dire une 1-forme usuelle), alors d'^u = Vn ; de méme 
pour une 1-forme á valeurs dans T*M, ó'^h = V*h. On a alors la formule suivante, valable pour tout 
2-tenseur symétrique : 

V*Vh = {d^d^ + d^5^)h + Rh-horic. (21) 

Pour une métrique hyperbolique, cela se simplifie en 

V*Vh = {S^d^ + d^d^)h + nh- (tr h)g. 

En combinant avec ce qui précéde, on obtient 

'6^d^h + {n-2)h = 
< 6h = 
tr/i = O 

V. 

Pour conclure, "il suffit" d'une intégration par parties contre h. Comme h est dans L^, S'^d'^h est 
aussi dans ; si V/i, ou méme seulement Ve^/i, était on pourrait conclure en utilisant une méthode 



analogue á celle employée dans la démonstration du théoréme 3.5. Malheureusement on ne sait rien 
sur le caractére ou non de Vá*?/. On va done devoir contourner cette difl&culté pour montrer qu'on 
a bien {5^(fh,h) = ||c/^/i|p. 

Avant toutes choses, il faut montrer que d^h est bien L^. Comme V^o est L^, d^ho est ; il ne 
reste qu'á regar der d^S*!]. Or 

6*1] = Vr¡ — -drj = d^r] — ^^f]: 

done 

d^6*7] = {d^fr] - ^d^drj. 
L'opérateur (d^)^ est bien connu, ce n'est rien d'autre que ropposé de la courbure, i.e. 

{d^fr]ix,y) = -R{x,y)r] = Vx^yV - ^y^xV - ^[x,y]V- 

C'est un opérateur borne, c'est-á-dire continu, pour les normes ; par conscquent ((¿^)^r/ est L^. II 
ne nous reste dono que la terme d^dr] ; or le théoréme 4.8 nous garantit que Vcí?7, et done d^dr], sont 
bien L^. 

Le tenseur d'^h est done bien dans L^. Malheureusement, on n'a pas d'analogue du résultat de 
Cheeger (théoréme 3.4) pour les formes á valcurs dans un fibré, du fait que d^ o d^ ne s'annule pas 
nécessairement, á la différence de d o d. Cependant, en écrivant 

h = ho- S*ri = ho + ^dij - d^ij, 

Olí a 

{h, S^d'^h) = {ho + ^d-n, S^d^h) - {d"^r¡, S^d'^h). (22) 

Le théoréme 4.8 nous assure que V{ho + ^dr]) est dans L^. Ceci nous permet de montrer, exactement 
de la méme fagon que dans la démonstration du théoréme 3.5, qu'on a bien 

{ho + ^dTj,6^d^h) = {d^{ho + ^dr]),d^h). (23) 

Pour le terme qui reste, comme rj et Vrj sont L^, on peut trouver d'aprés le corollaire 3.7 une suite 
{Vk)i C°° á support compact, telle que lim^-^oo Vk = V hmfc^oo ^Vk = Vr?. On a alors 

lim {d^r]k,d^d^h) = {d^ ri,ó^ d^ h) . 

fe— *oo 

On peut faire l'intégration par parties avec 7]^ 

{d^m,S^d^h) = {{d^fvk,d^h). 
Mais comme (d^)^ est continué, on a 

hm {d^f^k = id^)\ 

fe— >oo 

et done 

lim {{d^fr]k,d^h) = {{d^)^r],d^h). 

fe— »oo 

On en déduit que 

{d^r],ó^d^h) = {{d^)'^r],d^h), 



et avec (22) et (23) on a établi l'égalité 

{h,5^(fh) = \\(fhf. 



Par conséquent, comme S^d^h + (n — 2)h = O, on a 

O = {h,6^(fh + {n-2)h) 
= Wd'' h\\' + (n - 2)\\h\\' 

et done le tenseur h est identiquement nul. Par suite ho = 5*r¡, la déformation est triviale. □ 

CoroUaire 5.2 (Rigidité infinitésimale) . Soit M une cóne-variété hyperbolique dont tous les angles 
coniques sont strictement inférieurs á 2it. Alors M est infinitésimalement rigide parmi les cónes- 
variétés Einstein á angles coniques fixés. 

Démonstration. En efFet, on a vu que toute déformation infinitésimale de la structure de cóne-variété 
préservant les angles pouvait se mettre sous la forme d'un 2-tenseur symétrique ho appartenant á L^, 
dont la dérivée covariante V/iq est aussi dans L^. On peut alors appliquer le théoréme ci-dessus pour 
montrer que toutes les déformations Einstein de ce type sont triviales. □ 

5.2 Constructions de déformations Einstein modifiant les angles 

On vient de voir que sur une cóne-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont inférieurs 
á 27r, les déformations Einstein infinitesimales préservant les angles étaient triviales. A l'inverse, on 
va maintcnant s'intéresser aux déformations Einstein infinitesimales réalisant (au premier ordre) une 
variation donnée des angles coniques. Pour cela, on aura besoin du théoréme 4.9 ; en conséquence on 
se restreindra au cas oü les angles coniques sont tous inférieurs á tt. On aura aussi besoin du théoréme 
4.1, ou plutót de sa variante donnée par la proposition 4.4, et dont la démonstration suit : 

Théoréme (4.1, 4.4). Si M est une cóne-variété hyperbolique, alors les extensions minimales et 
maximales des opérateurs ¡3 et 6* sont égales : (3max = Pmin, S^ax — ^min- note ees opérateurs 
simplement [3 et 6* . On a alors la décomposition en somme directe L'^{S^M) = ker/3©Imá*. 

Démonstration. Le seul point laissc de cóté á la section 4.1 est l'égalité des extensions minimales et 
maximales dans le cas oíi la métriquc est hyperbolique. Prenons rj £ D^ó'^^g^^). D'aprés le théoréme 4.1, 
il existe k G ker (3max et r/' G D{6^^^) tels que S^g^^rj = k + ¿j^¿„í?' = k. La section u = r] — r¡' vérifie 
Pmax{'^max{'^)) — O' ^t donc (au scns des distributions) 

V*Víx + (n-l)íí = 0. 

La section u admet alors un développement du type donné á la proposition 4.6. Le fait que u et 
ó^g^u soient dans impose que seuls les termes ayant un exposant dominant supérieur ou égal á 
O apparaissent dans cette décomposition. On peut alors appliquer le raisonnement utilisé dans les 

preuves des Icmmcs 4.7 et 4.10 pour montrer que Vn est dans L^, et donc que u appartient á L^'^. Or 
le noyau de V*V + (n — l)Id dans L^'^ est rcduit á {0} ; par conséquent u = O, et r] = rj' appartient á 
DiKain)- Cela montre que 0(6:^^^ = D{5*^^^), et donc que á;,^^. = 5*^^^ 

D'autre part on a vu (proposition 4.2 et la remarque p.l9) que -D(/3^j„) = D{5^^^) et que 
DiP^max) = D{6*^ax)- Alors -D(/3^¿„) = D{P¡^g^), soit /3^¿„ = En passant á l'adjoint, on trouve 

directement que Prnax = Pmin- □ 

Le principe de construction d'une déformation infinitésimale Einstein est assez simple. On part 
d'une déformation infinitésimale (non Einstein) réalisant la variation voulue des angles coniques, et 



on cherche á la "corriger" par un 2-tenseur symétrique h dans L^'^ (done ne modifiant pas les angles 
coniques), de telle sorte que la nouvelle déformation ho — h soit Einstein, c'est-á-dire que E'{ho — h) = 0. 
Cela revient done á resondre l'équation 

E'ih) = E'{ho), 

avec h dans L^'^. Le probléme est qu'il sagit d'une "mauvaise" équation : l'opérateur Einstein linéarisé 
E' = V*V — 2^ — 2S* o p est fortement dégénéré, au sens oü son noyau, qui contient l'espace des 
déformations triviales ImS*, est de dimensión infini. L'idée est alors de chercher á resondre á la place 
le systéme suivant : 

ÍV*Vh-2Rh = E'iho) 
\pih) = 

L'opérateur P = V*V — 2R est nettement plus sympathique : il est elliptiquc, symétrique, coercif, 
non dégénéré. En particulier, on peut montrer sans trop de diíRcultés que pour toute section (j) de 
L^{S^M), il existe un unique h dans L^''^{S^M) tel que Ph = (f). Pour pouvoir résoudre le systéme 
(24), on va considércr la rcstriction de P au sous-espacc vcctoriel fermé ker/3, dont les propriétés qui 
nous intéressent sont données par la proposition suivante : 



Proposition 5.3. Soit D{P) = {hGkeiP \Vhe et V*Vh G L^}. L'opérateur 

P:D(P)C ker/3 kcr/3 

h ^ V*Vh-2h + 2{iih)g 

est auto-adjoint et positif, et done inversible. 



Démonstration. Vérifions avant toute autre chose que l'image de P est bien incluse dans ker ¡3. On 
sait que pour toute section lisse h de S'^M, 

í3{E'{h)) = P{V*Vh - 2Rh - 26* ph) = 0. (25) 

Done P{V*Vh - 2Rh) = 2^5* ph, ct si ph = O, on a immédiatemcnt P{V*Vh - 2Rh) = 0. On va 
montrer que c'est aussi le cas (au moins au sens des distributions) si h appartient á D{P). 

Soit ^ une section test de S^M, C°° á support compact, et h un élément de D{P). Alors 

{Ph,p'0 = {h, (V*V - 2R){P'0) = {h,2p'Sp'0 = O 
car h appartient á ker/3. Cela montre que Ph G ker/3 pour tout h G D{P)- 



On aura ensuite besoin du lemme suivant : 

Lemme 5.4. Le domaine de l'opérateur V, restreint á ker/3, est dense dans ker/3 pour la norme : 
i^(V|ker/3) = ker/3. 

Démonstration du lemme. Ce résultat découle des deux théorémes 4.1 et 4.9. On utilise la décompo- 
sition L^ = ker /3 Im S* et le fait que la projection pi sur le premier facteur est continué. Comme 
Cq° est un sous-espace dense de L^, son image pi{Cq°) est dense dans ker/3. 

Maintenant soit k G jOi(Cg°). II existe (p G Cq° ct r? G D{5*) tels que k = pi{(j)) et 4> = k + 5*r]. On 
alors /3((?í)) = P{6*r]). Or /3(0) est á support compact, done dans L^. D'aprés le thcorcme 4.9, VVr/ est 
L^, et par conséquent 6*r] G -D(V). Comme (p est C°° á support compact, elle est aussi dans -D(V), et 
done k = (f)-d*rj e D{V). Par suite PiiC^) C L>(V), et L>(V) n ker/3 = -D(V|ker/3) est dense dans 
ker p. □ 



/in 



Le fait que le domaine de V|ker/3 soit dense permet de considérer son adjoint (V|ker/3)*- On note 
i l'inclusion ker/3 ^ ; on a cvidcmment V|ker/3 = V o i. Son adjoint est done p o V*, oú p est la 
projection orthogonal de sur ker f3. De plus on déduit facilement que l'opérateur V|ker/3 est fermé du 
fait que V ct kcr fj sont fermés. Cela implique que (Vjkcr/?)* ° V|ker/3 = V* o V|kcr/3 est auto-adjoint. 

Maintcnant, l'opérateur poR\]^cTf3 '■ h ^ p{h— (ir h)g) est un endomorphisme borne (i.e. continué) 
et auto-adjoint de ker /3, done p o V* o V|ker/3 — 2 p o i?|ker/3 est encoré auto-adjoint. Or 

p o V* o V|ker/3 -2po Á|ker/3 = p O (V* O V|ker/3 - 2-ñ|ker/3) 

= po P 

= p 

puisque l'image de P est incluse dans ker (3. On a ainsi montré que P était auto-adjoint. 

La positivité découle de la formule de Weitzenbóck utilisée pour démontrer la rigidité infinitésimale 
21 : pour tout 2-tenseur symétrique h, 

V*Vh = (fó^h + S^cfh + nh- (tvh)g. 

Si h est Cq°, on a 

||V/i||2 = {V*Vh,h) 

= {(f 6^ h + 6^ (fh + nh- {ti h)g,h) 
= \\d''h\\' + \\cfh\\' + n\\h\\'-\\trh\\'. 

Ccttc cgalité est encoré vraie si h £ ^(V) ; il sufñt de considérer une suite hn de 2-tenseurs symétriques 
Co° telle que pour la norme L^, hn converge vers h et V/in vers V/i. 

Soit h G D{P). Comme h, Vh, et V*V/i sont dans L^, on peut intégrer par partie : 

{Ph,h) = {V*Vh-2h + 2{tvh)g,h) 

= ||V/i||2-2||/i||2 + 2||tr/i||2 

et done {Ph, h)>{n- 2)||/i|p. □ 

Corollaire 5.5. Soit ho une déformation infinitésimale telle que E'{ho) soit dans L? . Alors il existe un 
unique 2-tenseur symétrique h G D{P) tel que la déformation ho + h soit Einstein, i.e. E'{ho + h) = 0. 

Démonstration. II suffit de remarquer que E'{ho) G ker/3 et de résoudre Ph = —E'{ho) dans D{P). 
Et comme h G ker /?, E\h) = V*V/i - 2Rh{-25*f3h) = Ph. □ 

Ce corollaire n'a d'intérét que si la déformation ho n'est pas L^'^. Sinon, d'aprés le théoréme de 
rigidité infinitésimale, h + ho est une déformation triviale, c'est-á-dire que h est (au signe prés) la 
composante dans ker/? de ^o- Mais si ho est bien choisi, on peut montrer ainsi le théoréme suivant : 

Théoréme 5.6. Soit M une cóne-variété hyperbolique dont tous les angles coniques ai,...ap sont 
strictement inférieurs á ir. Soit á = (di, . . . áp) une variation donnée du p-uplet des angles coniques. 
Alors il existe une déformation Einstein infinitésimale normalisée h (i.e. telle que E'{h) = O et ph = 0) 
induisant la variation des angles coniques donnée. 
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Démonstration. Sans perdre de généralités, on peut se limiter au cas oü un seul des dj est non nul, ce 
qui revient á ne considérer qu'une seule composante connexe du lieu singulier. 

Soit ho une déformation infinitésimale telle que soit égal á sh.{r)^d9^ prés de S^., et que soit 
nul en dehors d'un voisinage de cette composante connexe. C'est le modele de déformation conique 
modifiant un (seul) angle conique. C'est aussi une déformation hyperbolique (done Einstein) prés du 
lieu singulier : en particulier, E'{ho) est C°° á support compact. Par contre ho n'est pas normalisée, 
et méme pire que ga puisque (3ho ^ L^- 

On va commencer par normaliser localement c'est-á-dire que l'on cherche une 1-forme rj telle 
que P{hQ — 5*r¡) soit nul prés du lieu singulier. Si on prend r) de la forme f{r)é^, alors la fonction / 
vérifie l'équation diíférentielle (ordinaire) 

Cette équation diíférentielle est á singularité réguliére (selon la terminologie de [25]) ; elle admet au 
voisinage de r = O une solution de la forme /(r) = — rln(r) + r'^(/i(r) + ln(r)/2(r)), oü /i et /2 
sont développables en séries entiéres. On définit alors x{^) comme étant un fonction lisse égale á 
— rln(r) + r^(/i(r) + ln(r)/2(r)) prés de S^, et nulle en dehors d'un certain voisinage de S^. 

On note maintenant hi = ho — S*{x{r)e'^') ; prés du lieu singulier, on a encoré E'{hi) = O, et en 
plus (3h\ = 0. Au premier ordre, /ti = (1 + ln(r))((¿r^ + sh(r)^(i0^) + 0(r^ln(r)), c'est-á-dire que hi 
ressemblc asymptotiquement á une déformation conforme de la métrique du cóne, et hi appartient á 
L^. Par contre V/ii n'est pas L^. 

On va maintenant normaliser globalement h\, c'est-á-dire que l'on va résoudre l'équation (55* r] = 
(3hi sur tout M et non plus seulement sur un voisinage du lieu singulier. Comme (3hi est á support 
compact et que les angles coniques sont inférieurs á vr, d'aprés le lemme 4.10 l'équation admet une 
unique solution rj dans L'^'^{T*M) (et son comportement au voisinage du lieu singulier est assez bien 
compris) . 

On pose alors h2 = hi — 6*r]. Cette déformation est dans L^, mais V/i2 n'est pas dans (puisque 
VS*r] e L2 et Vhi ¿ L^). On a aussi E'{h2) e C^{S'^M) et (3h2 = 0. 

On peut maintenant appliquer le corollaire. On construit ainsi une déformation Einstein in- 
finitésimale ha, normalisée, et qui ne différe de /i2 que par un élément de D{P) C -L^'^. Cette 
déformation /i¿ modiñe done les angles coniques de la méme fagon que h2 et que ho ; elle induit 
done bien la variation voulue des angles coniques. □ 

Comme on l'a mentionné dans l'introduction, ees deux résultats montrent que dans un certain sens, 
l'espace tangent á une cóne-variété hyperbolique parmi les structures de cónes-variétés Einstein est de 
dimensión finie, paramétré par les variations dup-uplet des angles coniques. On voudrait maintenant en 
savoir plus sur le comportement des dcformations Einstein infinitésimales que l'on vient de construiré. 
En fait celui-ci est relativement facile á comprendre ; cet étude est l'objet de la section suivante. 

6 Comportement des déformations 

On a vu (théoréme 5.6) qu'á toute variation du p-uplet des angles coniques correspondait une 
unique déformation Einstein infinitésimale normalisée. Cette déformation est de la forme hi — 6*r] — h. 
On connait le terme hi : il ressemble asymptotiquement á un certain changement conforme de la 
métrique du cóne. Le terme en 5*r] est une déformation triviale correspondant á la normalisation. On 
sait que Lr) = O prés du lieu singulier ; les résultats de la section 4.2.3 détaillent son comportement. 



Le terme h est moins bien connu. On sait cependant qu'il vérifie la condition de jauge de Bianchi ainsi 
que r équation Ph = O au voisinage du lieu singulier. 

On peut alors procéder avec l'opérateur P = V*V — 2R, agissant sur les 2-tenseurs symétriques, 
comme on l'a fait avec l'opérateur L = V*V + (n — l)Id, agissant sur les 1-formes. La connaissance 
du comportement des solutions de réquation Pu = O prés du lieu singulier nous permettra d'obtenir 
des résultats sur la régularité des déformations Einstein infinitesimales ; on montrera en particulier á 
la section 6.2 que la déformation indulte de la métrique du lieu singulier est C°°. 

6.1 Etude de l'opérateur linésirisé 

Soit u une déformation infinitésimale Einstein. Si elle est normalisée (c'est-á-dire si elle vérifie la 
condition de jauge de Bianchi P(u) = 0), elle vérifie l'équation 

V*Vu - 2Ru = 0. 

L'étude des déformations Einstein est done fortement reliée á l'étude de l'opérateur P = V* V — 2R, le 
linéarisé de l'équation d'Einstein pour une déformation normalisée. Dans le cas général, son étude peut 
étre assez compliquée. Cependant si la forme quadratique {Ru, u) n'est pas trop positive, l'opérateur 
P est coercif, ce qui permet d'obtenir des résultats intéressants. Et les propriétés voulues de R peuvent 
se déduire de certaines hypothéses de courbure sur la métrique (voir [2] §12.67 et 12.71). Dans le cas 
qui nous intéresse ici, la métrique est hyperbolique, et on a l'expression plus simple 

Pu = V*Vu -2u + 2(tr u)g. 

L'opérateur P présente de nombrcuscs similarités avec l'opérateur L = V*V + (n — l)Id agissant 
sur les 1-formes, dont l'étude approfondie était l'objet de la section 4.2. II y a done de nombreuses 
ressemblances dans le plan, les résultats et les formulations entre les deux sections. 



6.1.1 Expression de l'opérateur en coordonnées cylindriques 

On voudrait maintenant avoir plus de précisions sur les solutions de l'équation Pu = O au voisinage 
du lieu singulier. Pour cela, on va se placer en coordonnées cylindriques au voisinage d'une composante 
connexe du lieu singulier. 

On utilisera les mémes notations que dans la section 4.2.1. Pour rappel, les notations ei, . . . e„_2 
désignent des champs de vecteurs locaux tels que (e, , eg, ei, . . . e„_2) forme un repére mobile or- 
thonormé (local), vérifiant Ver^k = Ve^efe = O pour tout k dans l...n — 2. On définit de méme 
des 1-formes locales e-^, . . . e"~^ tcUcs que (e"^ ,e^, . . . e"^^) soit le repére mobile dual du précédcnt. 
La notation N désigne le (sous-)fibré vectoriel au-dessus de Ua, dont la fibre au-dessus de x G Ua est 
le sous-espace vectoriel de T*M orthogonal á et e^, et N* désigne le (sous-)fibré vectoriel au-dessus 
de Ua, dont la fibre au-dessus de x e Ua est le sous-espace vectoriel de T^M orthogonal á eg et e^. Les 
sections (ei, . . . , e„_2) forment localement une base de N*, de méme pour (e^^, . . . , e"~^) et A^. Si s est 
une section de N* , et t une section de N ou de N* , on note Vssí, ou de fagon plus lisible (Vs)(s,í)> 
la projection orthogonale sur N ou sur N* de Vgt. 

On introduit en plus le sous-fibré S'^N, engendré par les Cj Cj, 1 < i < n — 2, O < j < n — 2. 
(Si a et b sont deux 1-formes, on note a 6, ou plus simplement s'il n'y a pas de risque de conñision, 
a.b ou ab pour ^(a 6 -|- 6 a). En particulier, x Q x = x ^ x.) Si /c est une section de S^N et s est 
une section de N*, on définit de méme Vs(s,A;) comme étant la projection orthogonale sur S^N de 
la dérivée covariante Vgk prise dans S'^{M). 
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Si uj est une section de iV, on définit S^ijJ^ section de S'^iV, par 



n-2 



(5£a; = ^e*0Vs(e¿,a;). 



j=i 

Enfin, si k est une section de S'^M, on définit ¿s^, section de A*", et trs k par 

n-2 



feA; = -ch(r)2^Vs(e¿,fc)(e¿) 



i=l 

et 

n-2 

trs k = ch(r)^ ^ A:(e¿, Cj). 

i=l 

Si n est une section de S^M, on peut la décomposer orthogonalement au-dessus de Ua en 

u = fé'.é' + ge^J + he'J + a.é + t]J + k 

oü fj et í? sont des sections de N ^ et oü k est une section de S'^N . Quelques calculs élémentaires 
permcttcnt d'appliqucr la mcmc dccomposition á 'V*'Vu — 2Ru = '\/*'S/u — 2u + 2(tiu)g. En regroupant 
les termes on obtient alors, pour la composante suivant e' -e*" : 

/ 1 / X w . 2 \ 2eg.h 2th(r),, , 2 - 2th(r) , 

pour la composante suivant e^.e^ : 

2 \ , ^ 2 2e0./i 2 



tli(r)^y th(r)^ tli(r) cli(r)^ 

pour la composante suivant e^.e^ : 

pour la composante incluse dans N.é^ : 

- 4th(r)ds/ - Ve.Ve.a - Ve,Ve,a - + (n - 2)th(r)) Ve.a + -^(V*V)ec7 

(1 \ 2 4thír 

^ + (n + l)th(.)^ - 2j a + ^(Ve,,) - ^ 

pour la composante incluse dans N.e^ : 

- 2tHr)dj:h - Ve.Ve.77 - Ve, Ve,?? - (^-^ + (n - 2)th(r)) Ve.r? + ^J-^(V*V)s7? 



/i/i 



et enfin pour la composante inclusa dans S^N : 

(2 - 2th(r)2) fcHrfgj: + 2g- 2th{r)5*^a - Ve.Ve.fe - Ve, Ve, A; - + (n - 2)th(r))Ve.A; 

+ + (2th(r)^ -2)k + 2trE k 

Pour pouvoir manipulcr ccttc expression, on va effectuer dans la suitc une sortc de décomposition 
en series de Fourier généralisées, c'est-á-dire une décomposition sur des vecteurs propres d'opérateurs 
elliptiques du second degré. Mais il faut une décomposition suffisamment astucieuse pour qu'elle se 
comporte bien avec les opérateurs d-£, S^, etc. qui apparaissent dans les expressions ci-dessus. 

6.1.2 Décomposition en série de Fourier généralisée 

Lors de l'étude de l'opérateur V*V + (n — l)Ic¿ agissant sur les 1-formes, on va déjá eu besoin d'une 
décomposition bien choisie des espace L^(M) et L'^{N). Ce qu'il nous faut maintenant est une base 
hilbertienne de L'^{S'^N), dans laquelle le comportement des opérateurs S^, trs etc. se comprennent 
bien. 

On va utiliser la proposition suivante, qui complete la proposition 4.5 (voir la section 4.2.2 pour 
certaines notations). 

Proposition 6.1. II existe une base hilbertienne {ipj)j^fq du complexifié de L^(Sa), telle que pour tout 
Índice j, il existe un réel Xj >Oetun entier relatif pj, pour lesquels 



Soit J l'ensemble des j pour lesquels Xj > 0. II existe une base hilbertienne {(¡)j)j^j U {^pj)j^^ du 
complexifié de L'^(N), telle que : 

- pour tout Índice j appartenant á J , (pj = ^^'^ji/g ^sV'i? done 

\V*V)j:(f)j = iXj+n-3)(t>j 

^fe^,=ch(a)(A,)V2^^.; 

- pour tout Índice j G N, il existe un réel ¡ij et un entier relatif p'^ pour lesquels 

et on a de plus Sj^ípj = 0. 

// existe une base hilbertienne {aj)j^fqU {bj)j^jU {cj)j^fqU {dj)j^iq du complexifié de Í?'{S'^N), telle 
que : 

- pour tout Índice j G N, aj = --^=i=ch(a)^5's, et done 
'(V*V)saj =Xjaj 

trs ttj = \/n — 2ch(a)^'í/'i 

= -^^^V',- (= -á.{a\^YlH, si A, ^ 0); 



pour tout Índice j G J, bj 



^(¿52 + 1)-'/' {Sh<i>, + ;¿2(fe0.)5E), et done 
\v*V)j:bj = {\j + 2{n-2))bj 

trs 6j = O 

^6j:bj = ch(a) + ly/^j-, 



pour tout indiee j G N, Cj = ch.{a){ '^^^2 ^ ) <^e¥'j; done 

' (V*V)eCj = (mj + ra - l)cj 

\I r - - r- 

trs Cj = o 
t<5sc, = ch(a)(í^)VV,; 

íjour íowí índice j G N, ¿/ existe un réel Vj >Oetun entier relatif p'j, pour lesquels 

Uv*V)j:dj = ujdj 

et on a de plus 



O 



trs dj 



0. 



Cette proposition, comme la proposition 4.5, se demontre á l'aide des rcsultats sur la théorie 
spectrale des submersions riemanniennes á fibres totalement géodésiques, voir [3] et [6]. Les liens entre 
les fonctions, les 1-formes et les 2-tenseurs symétriques sont donnés, en plus de la relation (11), par 
les relations de commutations suivantes, qui utilisent le fait que la métrique sur le lieu singulier S est 
hyperbolique : pour toute section lo de N, 



V*Vs(5sa;) = (n - 1)5^lj + 2{ósLü)gs + <5£(V*Vsw) 



et 



V*Vs((5sw)5s) = AE((5su;)fl's 

= (fe(V*Vsc^) - (ra - 3)(fea;))5s. 

La premiére est la relation (20) vue p.36, appliquée á la métrique gj^. Elle découle directement de 
l'invariance par difféomorphisme du tenseur de Ricci. Dans la deuxiéme relation, la premiére égalité est 
élémentaire, et la deuxiéme utilise le fait que As et commutent ainsi que la formule de Weitzenbóck 
(8). En combinant les deux relations de commutations on trouve une derniére relation : 

V*Vs(áEa; + ^^(5sw)íís) = (ra - l)ólu; + 2{6j:üü)gj: + ó*j:{V*Vj:ív) 

+^(<5s(V*VEa;) - (ra - 3)(feu;))5s 

= (n-l)(¿|;a; + ^-(feu;)5E) + á|,(V*Vsa;) 



+ 



1 



n-2 



(-5s(V*Vsw))5E- 



Maintenant, comme dans la section 4.2.2, on prolonge ees sections á tout Ua par transport paralléle 
le long des géodésiques intégrales du champ de vecteurs e^. Par simple changement d'échelle, on observe 
que les tenseurs prolongés se comportent de la fagon suivante sur le voisinage [/„ de S : 



MU, 

ch(r) 
(n - 2 )V^ 
ch(r 



(ou O si Xj = 0) 



,2 



V 



O 



V a_(f)j = ípj7 (?í>j 



(V*V)s0j = {\j +n- 2>)(¡>j 
ch(r)-^(n-3)i/2( 



n-2 



+ l)V26,._eh(r)-H^)^/\, 



V a_^j = O 

(V*V)s(/?j = íij^j 
Sj:(pj = O 



et enfin 



V d_aj = O 
Vea 



de j j 

iy*V)Y.aj = Xjaj 

Sj^üj = -ch(r)(— (ou O si Xj = 0) 
trs üj = Vn — 2ch(r)^Vj) 



Va^ = O 

V d_bj = ipj^bj 

(V*V)s6, = (A,+2(n-2))6,- 

Sj^bj = ch(r)V;rr3(^- + 1)^/2 </.j 

trs 6j = O, 

'sj ^Cj = O 
V 8 c,- = iü'-7 c, 
(V*V)ECj = inj + n- l)cj 



S-ECj = ch(r)(- 
trs c.- = O, 



V^dj = O 

dr 

V a dj = ip'íj dj 
de J ■> 

(V*V)sc/,- = ujdj 
S^dj = O 
trs dj = O 



A'7 



L'existence de ees bases hilbertiennes va permettre de réduire l'équation aux dérivées partielles 
Pu = O en une infinité d'équations différentielles ordinaires. On rappelle la décomposition orthogonale 
d'un 2-tenseur symétrique u au voisinage d'une composante connexe du lieu singulier : 

u = fé-.é- + ge'^J + hé-J + a.e^ + rjJ + k 

oü (T et ?7 sont des sections de N, et oü k est une section de S'^N. En utilisant les résultats de la section 
précédente, on peut écrire : 

jGN jGN jeN 

jeN j6J jeN jeN 

II est plus judicieux de regrouper les termes de cette décomposition de la fagon suivante, faisant 
apparaitre des "blocs élémentaires" de méme fréquence : 

n = ^ {jj{r)il}jé'.e' + gj{r)i;je^ .e^ + hj{r)i¡;jé' J + aj{r)(t)j.e' + r]j{r)4)j.e^ 
jeJ 

+ kj{r)aj + k]{r)bj) 

JGN 

+ j;A:|(r)d,-. (26) 

Maintenant, on fait la méme décomposition pour V*Vn — 2u + 2{tTu)g, dont l'expression en 
coordonnées cylindriques est donnée á la section 6.1.1. On obtient alors, pour la composante en ipje^.e^ , 
sijeJ: 



/IQ 



pour la composante en tjjje^.e^ : 



th(r)^ sh(r)^ ch(r 

th{r)^'-'^ sh(r)th(r) 

pour la composante en tjjjé^.e^ , si j G J : 



+ i''-^2)f.-J^,h,+2in-2)y^k], (29) 



4zp,7 -/,+ (30) 



sh(r)tli(r)*^-' sh.{r)th{ry^ ch(r) 



"'"'^ /.■ + -!:^*. (31) 



sh(r)tli(r) sh(r)th(r) 
pour la composante en (f)j.e^ : 

4th(r)(A,)V2 2¿p,7 , 4th(r) A,- ^/^.i 4th(r)(n - 3)V2 A, 1/2,2 

ch(r) •'^^sKOtMr)^^^ ch(r) ^' ch(r) ^n-2^ ^ ^' ^ ' 

pour la composante en (f)j.e^ : 

" ( ^ . ¡ ouu/ ^^ ' { 1 , ^u/ ^2 , -P^^ Aj+n-3 ^ 



2th(r)(A,)V% 2ip,-7 

ch(r) ^' sh(r)th(r) ^ ^ 

pour la composante en i^yé" : 

2^-7 _4th(r) M. + n-3 / 
^sh(r)tli(r)^^ ch(r)^ 2 ^ ^ 



pour la composante en i^j.e^ : 



+ (n - 2)th(r)^ f?;. + f + tli(r)2 + %^ + - 2^ rj • 



th(r) / l th(r)^ sh(r)^ ch(r)^ 



-cjj, (35) 



sh(r)th(r) 



/in 



pour la composante en aj, si j E J : 

+ 2(n - 2)V2(1 - th(r)^)/, + 2(n - 2)^^^^. + (36) 

- ^1" - (ihl;:) + - fej' + (2th(r)^ + -ázl _ 2 + 2(n - 2) j fe] 

+ 2(n - 2)V2(i _ th(r)2)/,. + 2(n - 2)^25,-, (37) 

pour la composante en bj : 
pour la composante en cj : 

2th(r) /xj + n - 3 .39^ 
ch(r) ^ 2 ^ ^"^^^ 

et pour la composante en dj : 



6.1.3 Comportement des solutions de l'équation homogéne 

Commc á la scction 4.2.3, on constate que pour chaqué índice j, l'équation (ou plutót le systéme) 
que l'on obtient présente une singularité "réguliére" en r = 0. Les solutions de ees équations sont 
done des combinaisons linéaires de fonctions de la forme r'^/(r) avec / une fonction analytique, oü les 
exposants k s'obtiennent comme racines de l'équation indicielle (en cas de racines múltiples ou séparées 
par des entiers, il faut éventuellement rajouter des termes en Inr dans l'expression des solutions). 

On pose done, pour un Índice j donné, 

fÁr)=r^{fo + fir + f2r^ + ■■■), 

9j{r) = r'^igo + 9ir + g2r'^ H ), 

etc. 



A partir des expressions (27) á (40), on aboutit aux systémes d'équations indicielles suivants : si 
j e J, 



si j ^ J, 



-2/0 



- 2£/o 


+ 


2ipjjho 


= u 






2ipj-fho 


= 


+ 4¿pj7c/o 


+ 


{-k'^ + A + p]j^)ho 


= 




+ 


2ipj-fr]o 


= 


-2ipjjao 


+ 


(-/í^ + l+pj'y'^)r]o 

(-«2+^2^2)^1 
(-«2+^2^2)^2 


= 






= 






= 0, 



(-/í2 + 2+p2^2)j^ - 
-2/0 + 

-4ipjjfo + 



2go + "¿ipjjho = 

- 2ipj'yho = 

+ {-K^ +4.+p]j'^)ho = 

(_^2+ 2^2)^1 ^ 



O 

o 
o 
o, 



et 



et enfin, 



(-«:' + i+p;V)^o + 

-2ip'-jWo + 



(-K2 + l+p'.V)ryo 



i-n'+pfj')k', = 0. 



-«2 + A,2, 



O 
O 
O, 



Un simple calcul de dctcrminant donne maintenant les racines indicielles, c'est-á-dire les valeurs 
de K pour lesquelles les systcmcs ci-dessus admettent des solutions non triviales. On trouve que les 
exposants dominants sont de la forme ípj'j, ±pj7zb 1 et ±pj^±2, íp'j^ et ±p^-7zb 1, et íPj'J- La seule 
racine múltiple posant probléme est en O (uniquement) si pj, p'j ou pj est nul (ce qui arrive toujours), 
ou si pjj G {—2, —1, 1, 2} ou p'jj G {—1, 1} (ce qui n'arrivera jamáis avec nos conditions d'angles). II 
faut dans ees cas rajouter une solution logarithmique. 

Plus prcciscmcnt : 
si K = ±(p7 + 2), alors (/o, go, ho) est múltiple de (—1, 1, 2i) ; 
si K = ±(p7 — 2), alors ifo,go, ho) est múltiple de (1, —1, 2i) ; 

si K = ±p7, alors (/o, go, ho, Aig, Aiq) est combinaison linéaire de (1, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0) et (0, 0, 0, 0, 1) ; 
si K = ±(p7 + 1), alors (o-q, r/o) est múltiple de (1, —i) ; 
si K = ±(p7 — 1), alors (<To,r7o) est múltiple de (1,¿). 

Si K = ±(p'7 + 1), alors (ao, ?7o, fcg) est múltiple de (1, —i, 0) ; 
si K = ±(p'7 — 1), alors (aoi%) ^o) est múltiple de (1, i, 0) ; 
si K = ±p'7, alors (ao, íJq; ^0) est múltiple de (O, 0, 1). 

Enfin, l'équation pour k'^ donne deux solutions d'exposants dominants k = ±^"7. 

On obtient ainsi toute une famille de solutions élémentaires, que l'on pourrait regrouper dans un 

énoncé inutilement long, similaire á celui de la proposition 4.6. Rappclons juste que si u est solution de 
l'équation Pu = O au voisinage d'une composante connexe du lieu singulier, alors chacun des termes 



de la décomposition en série (26) 

u = ^ (jj{r)'il}je''.é' + gj{r)i}je^J + hj{r)il}jé' J + aj{r)(pj.e'' + r]j{r)4)jJ 

+ k]{r)aj + k]{r)bj) 

est une solution de l'équation Pu = O, et est une combinaison linéaire des solutions élémentaires 
correspondantes. 

6.2 Régularité des déformations indultes 

La connaissance des exposants dominants permet de comprendre ce qu'il se passe au voisinage du 
lieu singulier, quand r tend vers 0. En particulier, on va démontrer la proposition suivante : 

Proposition 6.2. Soit u un 2-tenseur symétrique, appartenant á L^'^ et solution de l'équation Pu = O 
au voisinage d'une composante connexe S du lieu singulier, dont l'angle conique a n'estpas un múltiple 
de TT. Alors u induit sur S un 2-tenseur symétrique us, qui est C°° . 

Démonstration. Le fait que soit u soit dans L^'^ impose des restrictions sur les solutions élémentaires 
apparaissant dans la décomposition de u. Comme dans la démonstration du lemme 4.7, on trouve que 
les composants de u sont combinaisons linéaires des seules solutions élémentaires d'exposant dominant 
K >0, sans terme logarithmique. 

Par conséquent, tous les termes de la décomposition en serie de u sont bornes, et les seuls termes 
ne tendant pas vers O quand r tend vers O sont ceux d'exposant dominant k nul. On a vu que k était 
de la forme ípjj, ípjj ± 1, ±í3j7 ± 2, ±^^7, ±^^7 ± 1, ou '^p'jl- Si l'angle conique a = ^ n'est pas 
un múltiple de tt, les exposants dominants nuls sont done ceux de la forme ±Pj7, ^p'jl et ±^"7 pour 
Pj = O, p'j = O et p'- = 0. II s'agit done uniquement de termes ne dépendant pas de la variable d'angle 
0, ce qui permet de regarder leur limite quand r tend vers 0. 

On peut alors considérer le tenseur induit sur S, qui s'écrit formellement comme une série 

^s= E (^l(O)aj +/í|(0)6j) + E E (^1) 

jen ieN jm 

Pj=0 p'.=Q p'J=0 

Notons que comme les scctions de S'^N aj, bj, cj et dj qui apparaisscnt ici ne dcpcndcnt pas la variable 
d'angle 9, elles s'identifient naturellement avec des sections de S'^T,, et forment une base hilbertienne 
de L2(52S). 

On va maintenant montrer que la série (41) définit bien un 2-tenseur symétrique C°° sur S. De 
méme que dans la démonstration des lemmes 4.7 et 4.10, cela peut se faire de deux manieres : soit en 
utilisant les résultats de [17] sur les opérateurs d'arétes elliptiques, soit en majorant les termes de la 
série, á la fagon de [18]. 

Cette deuxiéme méthode est ici assez simple. Rappelons que pour r assez petit, on note le 
bord d'un r-voisinage (tubulaire) de S. II hérite naturellement d'une structure de fibré en cercle sur 



S, dont la projection canonique sur S est (á une homothétie de facteur ch(r) prés) une submersion 
riemannienne á fibres totalement géodésiques. La métrique sur S^, indulte de celle de M, est localement 
celle d'un produit, et le fibré tensoriel S'^N est trivial le long des fibres de la submersion. Cela permet 
de considérer l'intégrale le long des fibres de la submersion d'une section de S'^N au-dcssus de ; le 
résultat est une section de ^^S. 

Si on integre ainsi, le long des fibres de la submersion, la composante selon S^N de la restriction 
á Sr du tenseur u, on obtient une section us{r) de S^S, qui s'exprime sous la forme d'une serie 



les termes pour lesquels pj (ou p'j, ou pj) est différent de O disparaissant lors de l'intégration. 

Or comme l'opérateur P est elliptique, le tenseur u est C°°, ainsi que la composante selon S'^N de sa 
restriction á S^. Le tenseur UY,{r) est done lui aussi C°°, ce qui implique en particulier une décroissance 
rapide de ees coefficients : pour tout polynóme P, les quantités \P{Xj)kj{r)\ et \P{Xj)kj{r)\ tendent 
vers O quand j parcourt l'ensemble {j G N | pj = 0}, et il en est de méme pour \P{^j)k^{r)\ et 
\P{i'j)kj{r)\ en remplagant pj par respectivement p'j et Pj. 

On utilise ensuite le fait que les solutions élémcntaircs d'exposant dominant nul, c'est-á-dire 
prcciscment cellcs apparaissant dans l'cxprcssion en serie de et Mx;(r), sont croissantcs en mod- 
ule sur un voisinage de O, sauf éventuellement pour un nombre fini d'indice j ; les techniques á 
employer pour la démonstration sont exactement celles de [18]. Pour tout polynóme P, on a done 
\P{Xj)k]{0)\ < \P{Xj)k]{r)\, sauf éventuellement pour un nombre fini d'indice j, indépendent de P, 
et il en est de méme avec \P{Xj)k^{0)\ etc. 

On en déduit que les coefficients de íís décroissent plus rapidcment que tout polynóme, ce qui 
démontre que la série en question définit bien une section C°° de S^T,. □ 

Cette proposition permet de démontrer immédiatement le théoréme suivant : 

Théoréme 6.3. Soit M une cdne-variété hyperbolique dont tous les angles coniques ai,...ap sont 
strictement inférieurs á vr. Soit a = («i, . . . áp) une variation donnée du p-uplet des angles coniques, 
et soit há la déformation Einstein infinitésimale normalisée correspondante. Alors la déformation 
infinitésimale de la métrique du lieu singulier, induite par há, est C°° . 

Démonstration. La déformation Einstein infinitésimale h^, telle qu'on l'a construite au théoréme 5.6, 
est de la forme hi — 5*r¡ — h. Le tenseur hi est asymptotique á une déformation conforme de la métrique 
du cóne ; c'est lui qui réalise la variation des angles coniques au premier ordre, mais il ne contribue 
pas á la déformation induite h^. 

L'autre terme h + 5*r] vérifie, par construction, P{h + 5*r]) = O au voisinage du lieu singulier. Done 
d'aprés la proposition 6.2 précédente, il induit une déformation C°° de la métrique du lieu singulier, 
dont la partie provenant de h est a priori non triviale. □ 

Les déformations Einstein infinitésimales sont done C°° sur le lieu singulier. Notons néanmoins 
qu'á cause du terme ^i, de la forme (1 + ln(r))(dr^ + sh(r)^d0^) + 0(r^ ln(r)), certaines composantes 
divergent prés du lieu singulier. Mais cela est en partic dü au fait que la déformation est normalisée : 
on pcut trouver des déformations non normalisécs, dans la mcmc classc, qui reste bornécs prés de S 
(il suffit de supprimer le terme en (5*(x(r)e'^') qui apparait dans la construction). Notons aussi que, 
comme on pouvait s'y attendre, la déformation há ne se contente pas de changer les angles coniques : 
le fait de rester Einstein impose aussi de modifier de fagon non triviale la métrique du lieu singulier. 



us(r) = ash(r)ch(r)2 {k] {r)aj + k] {r)bj) + k^{r)cj + ^ k^{r)dj 




Pour conclure cet article, je voudrais diré un mot des possibilités d'intégration des déformations 
Einstein infinitesimales modifiant les angles coniques. Le fait que, en un sens, l'espace tangent á une 
cóne-variété hyperboliquc parmi les structures de cónes-variétés Einstein est aussi simple, paramétré 
par les variations du fj-uplct des angles coniques, est encourageant, ainsi que le comportement régulier 
des déformations infinitesimales. Un autre point positif est donné dans [18] (théoréme 3.2.4) : l'opérateur 
Einstein linéarisé pour les déformations normalisées, P = V*V— 2^, est un isomorphisme de L?"''^ {S'^ M) 
dans L'^{S'^M) si tous les angles coniques sont inférieurs á 27r/3. Tous ees résultats vont dans le sens 
d'un théoréme d'inversion lócale. 

A cela s'oppose deux difíicultés. Premiérement, il y a de bonncs raisons de pcnser que le cadre 
des espaces de Sobolev (qui est celui de cet article) n'est pas le plus approprié pour travailler avec 
des déformations qui ne sont plus infinitésimales. Les espaces de Hólder sont mieux adaptés á ce 
genre de problémes, mais les estimées nécessaires y sont plus difficilcs á ctablir. Dcuxicmcmcnt, les 
espaces fonctionnels considérés (que ce soit de Hólder ou de Sobolev) dépendent de la valeur des angles 
coniques ; travailler avec des angles variables implique done de travailler avec des espaces fonctionnels 
variables. Ces deux points contribuent á rendre le probléme d'analyse géométrique plus compliqué, 
mais c'est justement cela qui le rend plus intéressant. 
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